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Проблемы динамики и устойчивости виброударных систем сегодня 

составляет самостоятельный раздел прикладной теории колебаний. Интерес к этим 

проблемам обусловлен в первую очередь широким использованием в практике машин и 

технологий, использующих систематические ударные взаимодействия в качестве 

основы рабочих процессов. Вибромолоты, виброударный инструмент, демпферы 

ударного действия, дисковые тормоза, машины для виброударных испытаний, 

устройства вибротранспорта штучных и массовых грузов, вибросепарации, объемной 

виброобработки ‒ вот далеко не полный перечень, который дает представление о 

многообразии технологических использований виброударных систем и о круге вопросов, 

требующих применения теории этих систем. Виброударные системы по сравнению с 

обычными колебательными системами имеют дополнительные параметры, 

характеризующие для одномерных систем зазоры в ударных парах и коэффициенты 

восстановления скорости при ударе. Ранее одним из авторов были найдены условия 

существования и устойчивости периодических движений тела, двигающегося 

горизонтально с помощью ленточного механизма за счет силы сухого трения, 

расположенного внутри контейнера, который совершает прямолинейные 

гармонические колебания. Указанная модель и ее частные случаи отражают динамику 

как систем с ударными взаимодействиями, так и систем с трением. Отметим так 

же, что таким неавтономным системам с одной степенью свободы присущи и 

некоторые свойства многомерных систем. В данной работе исследуется эволюция 

периодических движений с ударами в зависимости от одного из параметров 

(остальные параметры считаем фиксированными) и проводится общий анализ 

бифуркации удвоения периода для периодических движений с двумя ударами. 

Ключевые слова: динамическая система, точечное отображение, периодическое 

движение, устойчивость, бифуркация. 

 

Введение. Исследование вынужденных колебаний систем с одной 

степенью свободы и ударами об ограничитель получили активное 

развитие, начиная с середины 20-го века в связи с решением ряда 

практических задач с виброударными элементами. К их числу относятся 

известные задачи о вертикальном движении частицы на вибрирующем 

основании (см., напр., [1], [2], [3]) и о линейном осцилляторе, 

соударяющемся с неподвижным ограничителем [4]. Необходимо также 

отметить близость рассмотренных в данной работе динамических систем с 

системой «ползун на движущейся ленте» (см., напр., [5]). Впервые 
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аналогичная система (тормозная колодка) была рассмотрена в [6], а затем 

она приобрела широкую популярность, что обусловлено сочетанием 

простоты самой системы со сложностью ее динамики [7]. Исследования 

периодических движений с ударами о неудерживающие связи показывают, 

что для них остаются справедливыми многие результаты в гладких 

системах. Такая аналогия основана на достаточной гладкости отображения 

Пуанкаре стробоскопического типа в окрестности неподвижной точки, 

соответствующей периодическому движению с конечным числом ударов 

за период. Получены явные формулы для построения определяющей 

матрицы и характеристического уравнения. Корни этого уравнения 

определяют характер устойчивости и бифуркаций периодических 

движений. Такой подход в сочетании с исследованиями качественных 

особенностей динамических систем с ударными взаимодействиями 

приводят к новым интересным закономерностям и выводам, имеющим 

важное значение для практики. 

 

Модели и методы. Цель исследования состоит в создании 

математического аппарата для расчета и анализа периодических движений 

конкретных динамических систем с одной степенью свободы, 

совершающих вынужденные колебания под действием силы трения и 

удары об ограничитель. Отметим, что системы двух тел, одно из которых 

движется внутри другого по горизонтальной прямой, рассматривались 

ранее в работах [8], [9], [10] и др. В них решались задачи оптимального 

управления движением внутренней массы, при котором система тел 

осуществляет периодическое по скорости движение вдоль прямой на 

плоскости. В данной работе аналитические исследования проводились 

методами теоретической механики и качественной теории 

дифференциальных уравнений. Для решения поставленных задач, в 

частности, был применен метод точечных отображений, метод 

линеаризации для движений с ударами, метод линеаризации Айзермана-

Гантмахера в системах с трением.  

Принимаемая для исследования модель 

приведена на Рисунке 1. Она состоит из 

подвижной массы m, расположенной 

внутри контейнера, которая движется 

горизонтально с помощью ленточного 

механизма за счет силы сухого трения 

F(V), зависящей от относительной 

скорости xVV −= 0 , 0V  − постоянная скорость ленты. Будем считать, что 
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Движение тела перемежается с ударами о правую стенку контейнера, 

который совершает прямолинейные гармонические колебания. Уравнения 

движения тела имеют вид (координата x определяется как расстояние от 

тела до правой стенки):  

( ) ( )


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=−−=+

==
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где R  − коэффициент восстановления скорости тела при ударе; +x  и −x  − 

скорость тела после и до удара, соответственно.  

Для поступательного движения массы m к ограничителю (и от 

ограничителя, после удара) должно быть выполнено условие 0
2 FA  . 

При этом 0Vx    и 01 2VV = . Тогда величина 1
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характеризует крутизну зависимости F(V) при 0VV = . В этом случае 

( )

0

001

V

F


−
= , откуда получим:  

( ) ( ) ( ) ( ) .x
V

FxV
V

F
FxVFxVF 









 −
+=−

−
−=−−=− 

0

0
000

0

00
0000

11 



  

Нетрудно видеть, что 









+=−

0

000 1
V

x
F)xV(F

  . Тогда уравнение (1) 

принимает вид  








sin

F

Am

V

x
x

F

m

00000

2

1 ++=
 . 

Введем безразмерные переменные x
F

m
y

00

2




= , =t ; параметры 

00

2






F

Am
= ; 

0

00

Vm

F




 = .  Имеем:  





x

F

m
tx

F

m
ty ==

0000

2

,  откуда ty
m

F
x =






00 . 

Заметим, что если 0Vx = , то







==

00

0

F

Vm
ty .  Далее, находим: 

x
F

m
tty =

00

. 

Система (1) – (3) перепишется в виде: 
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Результаты. Исследуем эволюцию периодических движений с 

ударами в зависимости от параметра   (остальные параметры считаем 

фиксированными). Примем допущение об отсутствии для 

рассматриваемого периодического движения участков скольжения и 

касаний ограничителя, т.е. считаем, что 



−y . Окончательный вывод о 

характере бифуркаций можно сделать на основе анализа нелинейных 

членов отображения Пуанкаре в окрестности неподвижной точки. Будем 

сопоставлять с периодическим движением пару целых чисел (k, n), если 

его период равен n2  и оно испытывает в течение этого времени k ударов. В 

работе [11] были найдены условия существования и устойчивости 

периодических движений системы: 

а) вид однократных неподвижных точек отображения Пуанкаре, 

соответствующих движениям (1, n): 
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б) вид их 1+N -границ существования  
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в) вид границ устойчивости ( 1−N  и Nφ-границы) 
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г) характеристическое уравнение для неподвижных точек (*) и (**) имеет 

вид 
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Будем судить о характере бифуркации непосредственно, путем 

аналитического построения периодических движений, близких к данному. 

Для периодических движений типа (1, n) выясним поведение на границе 
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области существования и устойчивости (т.е. при переходе параметра   

через 
1+

N  и 
1−

N -границы).  

Согласно формуле б) 





121 1

0

2 −+
=

n
 есть 

1+
N -граница. В этом 

случае корни характеристического уравнения 1
1
= ,  neR 22

2 = . Если 

параметр   получает положительное приращение от 0 , то уравнение 

имеет два корня. Тогда существуют две неподвижные точки точечного 

отображения, одна из которых устойчива, а другая нет. При 0 =  эти 

точки сливаются в одну, с последующим их исчезновением как только 

параметр   получит отрицательное приращение от 0 .Такое поведение 

характеризует бифуркацию «седло-узел» [12]. В случае 
1−

N -границы корни 

характеристического уравнения  есть 1
1

−= ,  neR 22
2 = , т.е. один из 

мультипликаторов равен минус единице. Можно сделать вывод, что при 

выполнении некоторого условия невырожденности мы имеем бифуркацию 

удвоения периода ([5], [12]). Тип бифуркации (субкритическая или 

суперкритическая [4]) выясняться при нижеследующем анализе.  

Будем строить движения типа (2, 2n). Обозначим моменты ударов 10 +t , 

20 2  ++ nt , а скорости тела после отскоков  
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Уравнения движения в промежутке до первого 
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согласно [11, формулы (7), (8)] имеют вид  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ++
+

++++−++−
+

=

























1

1

1
0

1

1

1
111011

22
hhtyththhhty   

( )( ) ( ),tte
tt

10
10

1
1 




−−−−
−−

                                                                               (7) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
,

tt
ehhtyththty









 11

1

1
0

1

1
10

1110
22

−++
+

+++++
+

−=
−−














  

где  ( ) ( ) tcosth  ;tsinth  ==  . 

В момент удара   
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откуда при учете (7) получаем  
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Соотношения (8) связывают переменные .,,,
2121

        Рассматривая 

движение тела до второго удара, получим при учете периодичности 
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Поскольку переменные 
1

  и 
2

  входят линейно в уравнения (8) и (9), то их 

легко исключить. После элементарных вычислений получим 
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По формуле Тейлора  
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При расчетах были использованы следующие соотношения: 
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Первая из этих формул следует из [11, формула (12)], вторая из [11, 

формула (18)]. Последняя формула является комбинацией первых двух. 

Кроме того, ,hh −= ,hh −= ( ) .hh =4  

 Если 
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 = , то ввиду (11) 0
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= . Второе уравнение (10) 

удовлетворяется при 
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Последнее соотношение выполнено при 0
1
=  в силу [11, формула (9)], и 

соотношения (*). Значит, построенное движение совпадает с 

рассматриваемым движением типа (1, n).  

 Пусть 
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используя (11), (12) находим: 

 

 

0
111

11

2

2
=+

−


−

−


−

+ 












D

R

RC

R

RBA



,                       (13) 

где ( ) ( )







+−−= hhhhaA  



3

1

2
2

; 

( ) ( ) ( ) 















−−+−−−= 22

222 2
2

1
11

3

1

2

1
aaheehhB nn   ; 

( ) nehC 212 += ;  

( )( ) ( ) .hheh
R

R
D n 1

1
11

1 2
2 ++

+
+−+

−
= 



  

  

Анализируя области, в которых уравнение (13) имеет решение, можно 

выяснить тип бифуркации. Как показали численные расчеты, в данной 

модели возможна лишь суперкритическая бифуркация. Представляет 

особый интерес доказательство этой гипотезы в общем случае.  

 

Заключение.  Полученные при изучении данной виброударной 

системы результаты могут быть использованы при выборе рабочих 

режимов для процессов виброперемещения, вибросепарации, 

пневмовибротранспорта и тому подобное. Проводимые в работе 

теоретические исследования могут быть применены при аналитическом и 

численном рассмотрении конкретных динамических систем с ударными 

взаимодействиями. В частности, рассмотренные в работе схемы, дают 

возможность реализации рациональных настроек в конструкции дисковых 

тормозов, которые действуют по принципу фрикционной муфты [13]. 

Узость областей существования и устойчивости периодических 

режимов и зависимость их от начальных условий могут существенно 

снизить эффективность указанных устройств, а поэтому должны 

надлежащим образом учитываться при их разработке.  
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O.V. Lyubimtsev1, O.L. Lyubimtseva2 

BIFURCATIONS OF PERIODIC MOVEMENTS WITH HITS 

TWO MASS DYNAMIC SYSTEM 
1Nizhny Novgorod state university named after N.I. Lobachevsky 
2Nizhny Novgorod state architectural and construction university 

 
 The problems of the dynamics and stability of vibro-impact systems today constitute an 

independent section of the applied theory of oscillations. The interest in these problems is 

primarily due to the wide use in practice of machines and technologies that use systematic 

shock interactions as the basis of work processes. Vibrating hammers, vibro-impact tools, 

shock absorbers, disc brakes, machines for vibro-impact testing, devices for vibrotransport of 

piece and bulk cargo, vibroseparation, volumetric vibro-processing - this is not a complete 

list, which gives an idea of the diversity of technological uses of vibro-impact systems and 

range of issues requiring the application of the theory of these systems. Vibro-impact systems, 

as compared with conventional oscillatory systems, have additional parameters that 

characterize for one-dimensional systems, the gaps in shock pairs and the coefficients of 

restoring the speed upon impact. Previously, one of the authors found conditions for the 

existence and stability of periodic motions of a body moving horizontally using a belt 

mechanism due to the force of dry friction located inside the container, which performs 

straight-line harmonic oscillations. This model and its particular cases reflect the dynamics of 

both systems with shock interactions and systems with friction. We also note that some non-

autonomous systems with one degree of freedom are inherent in some properties of 

multidimensional systems. In this paper, we study the evolution of periodic motions with 

impacts depending on one of the parameters (the other parameters are assumed to be fixed) 

and a general analysis of the period doubling bifurcation for periodic motions with two 

impacts is carried out. 

Keywords: Dinamic system, point mapping, periodic motion, stability. 
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