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Работа посвящена проблеме построения систем наблюдения на основе 

измерителей дальностей или разностей дальностей. В статье обсуждается 

постановка и подходы к решению трёхкоординатной задачи выставки (местной 

координатной привязки) многопозиционной системы, предназначенной для наблюдения 

подвижных объектов различного целевого назначения (подводных, надводных, 

наземных, воздушных и др.). Такого рода системы продолжают оставаться 

актуальными, как для традиционных сфер решения навигационных задач, так и для 

задач наблюдения нового типа, например, навигация мобильных устройств на основе 

данных GSM или Wi-Fi. Сформулирована математическая модель задачи выставки, 

основанная на уравнениях типа «состояние-измерение» и конечномерных 

представлениях метода наименьших квадратов. В силу исходной нелинейности задачи 

предлагается её линеаризация около некоторого опорного решения, характеризующего 

априорные представления о состоянии системы наблюдения. При этом уделено 

внимание вопросу разрешимости задачи с точки зрения принципиальной разрешимости 

(наблюдаемости) и разрешимости в условиях инструментальных погрешностей 

измерений. Первый аспект разрешимости интерпретируется полнотой ранга 

соответствующей системы линейных алгебраических уравнений, второй – 

обусловленностью задачи и сходимостью итерационной процедуры оценивания. 

Приведены результаты численного моделирования для типичных ситуаций. Показано, 

что могут быть достигнуты точности выставки, достаточные для качественного 

решения широкого круга навигационных задач. 

Ключевые слова: маячная система, наблюдение, навигация, выставка, 

наблюдаемость, дальность, разность дальностей. 

 

Введение. Многопозиционные системы наблюдения играют 

значительную роль в обеспечении навигации современных движущихся 

объектов [1-3]. Эти объекты могут быть самого различного целевого 

назначения: корабли, самолёты, спутники, малые беспилотные средства и 

даже элементы механизмов роботов. При этом построение самих 

многопозиционных систем также связано с решением специфических 

навигационных задач, обеспечивающих привязку их элементов (например, 

локаторов, радиомаяков, ориентиров и т.п.) к тем системам отсчета, в 

которых при последующей эксплуатации и оцениваются параметры 

движения объектов. Задача привязки, заключающаяся в определении 
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положения в пространстве и времени системы элементов 

многопозиционной системы и есть задача выставки системы.  

Во многих случаях на практике возникает необходимость 

осуществления как навигации движущегося объекта, так и проведения 

выставки многопозиционной системы в реальном масштабе времени. С 

этой точки зрения представляется интересной модельная интерпретация 

задачи выставки как расширенной задачи наблюдения, когда 

идентификация параметров многопозиционной системы выполняется 

вместе с решением задачи наблюдения объекта в процессе реализации 

замкнутой процедуры. Такая выставка названа динамической. 

Следует отметить, что указанный подход к выставке 

многопозиционных систем не нов и в той или иной степени реализуется 

при построении современных систем [4-6]. Примером тому могут служить 

спутниковые радионавигационные системы, пространственная геометрия 

которых идентифицируется именно в результате совместного определения 

(уточнения) как параметров орбит навигационных спутников, так и 

местоположения наземных пунктов наблюдений [3, 7-9]. 

Рассматриваемая в статье задача может быть классифицирована как 

обратная траекторная задача кинематического типа. Ее модель включает в 

себя уравнения, описывающие кинематику точки, с движением которой 

отождествляется движение реального объекта, и уравнения измерений; в 

качестве последних, не нарушая общности, рассматриваются только 

измерения дальностей или разностей дальностей «объект-маяк». 

Постановка задачи актуальна в свете проблем организации 

функционирования наземных радионавигационных систем различного 

типа, а также гидроакустических систем, размещаемых с помощью 

автономных подводных аппаратов [2].  

Материалы и методы. Рассмотрим трёхмерную декартову систему 

координат. Пусть многопозиционная система наблюдения состоит из J 

радиомаяков (ориентиров) с координатами )i(x . )i(y , )i(z , J,i 1  и в поле 

её действия движется объект, с учётом показаний бортовой курсовой 

системы (предоставляющей информацию об относительных скорости и 

курсе) кинематика которого описывается уравнениями: 

xWKsinVx  , 

yWKcosVy  ,                                              (1) 

0z , 

здесь x, y, z – координаты объекта, V, K – его относительные скорость и 

курс, xW , yW  - компоненты вектора переносной скорости, обусловленной 

действием на объект среды (ветер, течение). При известных начальных 

условиях решение уравнения (1) представляет собой решение известной 

задачи счисления пути [10]. 
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 Пусть информационная ситуация характеризуется измерениями 

дальностей «объект-маяк» 

)i()i()i()i()i()i( d)zz()yy()xx(Z  222 , 

J,i 1 .                                                    (2) 

или разностей этих дальностей 

,d)zz()yy()xx(

)zz()yy()xx(Z

)i()i()()()(

)i()i()i()i(





212121

222

 

J,i 2 .                                                    (3) 

Здесь 
)i(Z  - измеренные значения дальностей или разностей дальностей, 

)i(d  - постоянная величина (регулярная погрешность), обусловленная 

способом измерения (например, рассогласованием шкал времён на объекте 

и маяках), 
)i(

  - случайная погрешность измерений.  

 Таким образом, будем иметь систему уравнений типа «состояние-

измерение» (1), (2) или (1), (3). Целью решения соответствующей обратной 

задачи является определение вектора  
T)i()i()i()i(

yx )d,z,y,x,W,W,z,y,x(s  , 

J,i 1  

по измерениям 
)i(Z . 

 Введём следующие правые ортогональные системы отсчёта: 

oxyz – с началом о, совмещённым с одним из маяков (пусть его 

порядковый номер есть i=1), осью z, направленной в зенит, и осью y, 

направленной известным образом; 

z~y~x~o - с началом о, совмещённым с одним из маяков, осью z~ , 

направленной в зенит и осью y~ , такой, что плоскости oyz и z~y~o  образуют 

некоторый постоянный угол  , так, что  sinyxx~ ,  sinxyy~ , 

zz~   и 02 )(y~ ; 

xyzo~  - с началом o~ , совмещённым с точкой первоначального 

положения подвижного объекта, и осями, параллельными 

соответствующим осям системы oxyz. 

В свете таких модельных представлений будем говорить, что система 

xyzo~  есть система отсчёта, реализуемая на рассматриваемом движущемся 

объекте (бортовая), а система z~y~x~o  - система отсчёта, реализуемая 

системой маяков.  

Методологически общим подходом, используемым при решении 

задачи «состояние-измерение» типа (1), (2) и (1), (3) является их 
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линеаризация около некоторого опорного решения, характеризующего 

априорные представления о конфигурации системы наблюдения и 

движении объекта. Переходя к таким линеаризованным моделям 

рассматриваемой задачи «в малом», отметим, что они могут быть 

проинтерпретированы во всех трёх рассмотренных системах координат. 

Хотя все они эквивалентны, наиболее простую форму будет иметь 

интерпретация в бортовой системе xyzo~ . Линеаризуя в ней уравнения (2) и 

(3), будем иметь следующие уравнения невязок измерений:  
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J,i 1  

при линеаризации по базису переменных )d,z,y,x,z,y,x( )i()i()i()i(   
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    (5) 

J,i 1  

при линеаризации по базису переменных 

)d,z,y,x,,z,y,x( )i()i()i()i(   (при этом 02  )(y ) – при 

измерениях дальностей и, аналогично,  

  

,d

z
)t(r

z)t(z

)t(r

z)t(z
y

)t(r

y)t(y

)t(r

y)t(y

x
)t(r

x)t(x

)t(r

x)t(x
z

)t(r

z)t(z

)t(r

z)t(z

y
)t(r

y)t(y

)t(r

y)t(y
x

)t(r

x)t(x

)t(r

x)t(x
)t(Z

)i()i(

)i(
)(

i

)i(
)i(

)(

i

)i(

)i(
)(

i

)i()(

i

)i(

)(

i

)i()(

i

)i(
)i(
















 

















 


















 

















 


















 

















 





1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

 (6) 

J,i 2  
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при линеаризации по базису переменных )d,z,y,x,z,y,x( )i()i()i()i(   

или 
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(7) 

J,i 2  

при линеаризации по базису переменных 

)d,z,y,x,,z,y,x( )i()i()i()i(   – при измерениях разностей 

дальностей. Здесь и далее 

222 )z)t(z()y)t(y()x)t(x()t(r )i()i()i(
i  , 

 t – момент времени, в который произведено измерение.  

 Линеаризуем уравнения (1). В бортовой системе координат xyzo~  

будем иметь следующие уравнения эволюции погрешностей решения 

задачи счисления пути: 

0  x),t(Kcos)t(KV)t(KsinVWx x  , 

0  y),t(Ksin)t(KV)t(KcosVWy y  ,                     (8) 

0z  0  ,z . 

При этом, в соответствии с правилом построения системы координат xyzo~ , 

имеют место начальные условия 00 δx , 00 δy , 00 δz . Кроме того, 

примем, что  

0  , 0 )i(x , 0 )i(y , 0 )i(z , 0d , 0 xW , 0 yW , J,i 1    (9) 

Таким образом, будем иметь линеаризованную модель «состояние-

измерение» для исходной задачи (1), (2) или (1), (3).  
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 Если в рассматриваемой системе наблюдения имеется лишь один 

маяк (J=1), то имеет смысл постановка только дальномерной задачи типа 

(1), (2) с искомым вектором T)i(
yx )d,W,W,z,y,x(s  , что позволяет 

интерпретировать её как чисто навигационную задачу.  

 Если же в системе наблюдения присутствует более одного маяка, то 

в этом случае правомерна постановка задачи (как дальномерной, так и 

разностно-дальномерной) с полным вектором 
T)i()i()i()i(

yx )d,z,y,x,W,W,z,y,x(s  , то есть замкнутой задачи 

совместного определения как местоположения объекта, так и 

характеристик (то есть выставки) самой многопозиционной системы 

наблюдения.  

 Для построения процедурной модели задачи представим её в виде 

системы алгебраических линейных уравнений. Запишем уравнения (4), (5), 

(6) и (7) с учётом (9) и решения уравнений эволюции (8) при начальных 

условиях 0δ 0 x , 0δ 0 y , 0δ 0 z  для дискретных моментов времени kt . 

Имеем следующие уравнения измерений: 
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по базису переменных )d,z,y,x,,z,y,x( )i()i()i()i(   – при 

измерениях дальностей, и, аналогично 
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J,i 2 ,                                                 (13) 

по базису переменных )d,z,y,x,,z,y,x( )i()i()i()i(   – при 

измерениях разностей дальностей. Здесь )t(q k
)i(  - сумма приведённых 

согласно формуле Коши инструментальных погрешностей бортовых 
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измерений скорости и курса и погрешностей измерения дальностей 

(разностей дальностей).  

 Как видно, уравнения (10) и (12), несмотря на формальную 

эквивалентность уравнениям (11) и (13), имеют по сравнению с ними 

несколько меньшую «нелинейность» за счёт отсутствия коэффициентов 

при угловых параметрах . Это существенно сказывается на 

процедурной разрешимости задачи, поэтому в дальнейшем будем 

придерживаться именно этих двух (то есть (10) и (12)) моделей задачи 

выставки, целью решения которой является нахождение вектора 
Tiiii

yx dzyxWWs ),,,,,( )()()()(  . 

Результаты.  

Исследование принципиальной разрешимости задачи. В силу 

линейной независимости в общем случае системы функций времени, 

образующих коэффициенты матрицы системы алгебраических линейных 

уравнений (10) и (12), можно говорить о принципиальной разрешимости 

(наблюдаемости) рассматриваемой задачи динамической выставки. Вместе 

с тем, имеет место и существование запрещённых (ненаблюдаемых) 

опорных решений, приводящих системы уравнений (10) и (12) к 

вырождению. 

Утверждение 1. Если опорное решение в задаче (10) или (12) 

такое, что V=0 (объект покоится), то система уравнений (10) или (12) – 

вырождена.   

Доказательство. Прежде всего отметим, что вырожденность 

(10), очевидно, означает и вырожденность (12), поэтому здесь и далее при 

доказательстве будем рассматривать только дальномерный случай. 

Рассмотрим систему уравнений (10). Если V=0, имеют место равенства 

)()( 1 kk txtx , )()( 1 kk tyty , )()( 1 kk tztz , что, с учётом вида (10), 

означает линейную зависимость строк соответствующей матрицы системы 

уравнений. Такая система, конечно же, вырождена. 

Утверждение 2. Если опорное решение в задаче (10) или (12) 

такое, что 0)()( xtVtx x  , 0)()( ytVty y   при constVx  , constVy   

(прямолинейная с постоянной скоростью в проекции на плоскость ху 

траектория объекта), то система уравнений (10) или (12) – вырождена.   

Доказательство. Рассмотрим систему (10). Для доказательства 

вырожденности достаточно показать линейную зависимость двух или 

нескольких столбцов соответствующей ей матрицы. Рассмотрим столбцы 

при коэффициентах )1(x , )1(y , )2(x , )2(y . Если соответствующие 

столбцы – линейно-зависимые, то существуют такие 4 числа A, B, C, D, не 

равные одновременно 0, что имеют место равенства: 

0))(())(( )1()1(  ytyBxtxA , 
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0))(())(( )2()2(  ytyDxtxC , 

или, с учётом принятой модели движения объекта,  

0)()( )1(
0

)1(
0  yyBtBVxxAtAV yx , 

0)()( )2(
0

)2(
0  yyDtDVxxCtCV yx . 

Чтобы эти два равенства были верны для любых t необходимо и 

достаточно одновременное выполнение следующих условий: 

0 yx BVAV , 

0)()( )1(
0

)1(
0  yyBxxA , 

0 yx DVСV , 

0)()( )2(
0

)2(
0  yyDxxC . 

Учитывая однородность и вырожденность относительно переменных A, B, 

C и D последней системы, можно утверждать, что существует бесконечное 

множество её решений, а, следовательно, и линейную зависимость 

рассматриваемых четырёх столбцов матрицы системы (10), которая в этом 

случае будет вырожденной.  

Утверждение 3. Если опорное решение в задаче (10) или (12) 

такое, что 0)()(  tzz i  для всех i (все маяки и траектория объекта лежат в 

одной плоскости), то система уравнений (10) или (12) – вырождена.   

Доказательство. Рассмотрим систему уравнений (10). При 

указанной конфигурации системы 0)()(  tzz i  коэффициенты при 

величинах )(iz  равны 0 для всех i, что, с учётом вида (10), означает 

наличие нулевых столбцов в матрице системы (10). Такая система, 

разумеется, вырождена.  

Несмотря на наличие ненаблюдаемых опорных решений, в целом 

можно говорить о правомерности постановки задачи динамической 

выставки с точки зрения её наблюдаемости в малом.  

Результаты численного исследования. Перейдём к результатам 

вычислительных экспериментов, иллюстрирующих качество решения 

рассматриваемой задачи в некоторых характерных ситуациях. При 

постановке нижеследующих экспериментов при выборе их условий 

имелись в виду потребности и задачи, стоящие перед системами 

наблюдения морских (надводных) подвижных объектов [4, 6, 11, 12], не 

исключающие, вместе с тем, возможности «экстраполяции» результатов на 

смежные предметные области. 

Не теряя общности, рассмотрим систему, состоящую из двух 

элементов (маяков). Пусть их координаты задаются величинами 
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10001 )(x м, 01 )(y , 5001 )(z м, 40002 )(x м, 02 )(y , 5002 )(z м. 

Пусть движение объекта происходит с относительной скоростью V=30 м/с 

(вертолёт) и планируется как происходящее по окружности радиуса 3000 м 

с центром в точке (-3000 м, 0). Априорное значение переносной скорости 

среды (ветер) W=0. Примем следующие погрешности априорных 

модельных представлений (если другое не оговорено особо): 501  )(x м, 

501  )(y м, 501  )(z м, 502  )(x м, 502  )(y м, 502  )(z м, 

1 xW м/с, 1 yW м/с, 101  )(d м, 102  )(d м. Ошибки измерений 

характеризуются величинами   5050 .,.K  ,  11,V  м/с, 

 661 ,)(  м,  662 ,)(  м. Такие значения погрешностей априорных 

представлений и измерений характерны для многих реальных ситуаций 

[13, 14]. Условимся, что случайные величины распределены равномерно. 

Частота поступления информации 31  kk tt с. Указанные величины 

дают следующую конфигурацию траектории движения объекта и системы 

маяков (Рисунок 1). Видно, что априорные представления о траектории 

достаточно заметно расходятся с реальностью.  

 
Рисунок 1 - Траектория движения объекта: I – планируемая, II – возмущенная. 1, 2 – 

номера маяков. 

 

В качестве способа решения рассматриваемой задачи выставки (10) 

или (12) выберем метод наименьших квадратов [15, 16]. 

Попытка решения в указанных условиях задач (10) и (12) с полным 

вектором неизвестных параметров, то есть при 
T)()(

yx
)()()()()()( )d,d,W,W,z,y,x,z,y,x(s 21222111   приводит 

к расходимости алгоритмов оценивания. Вместе с тем, успешным 

оказывается её решение с вектором, куда не включены регулярные ошибки 
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измерения дальностей, то есть при 
T

yx
)()()()()()( )W,W,z,y,x,z,y,x(s  222111 . В этом случае (10) и 

(12) будут иметь вид  

),t(qz
)t(r

z)t(z
y

)t(r

y)t(y
x

)t(r

x)t(x

W)tt(
)t(r

y)t(y
W)tt(

)t(r

x)t(x
)t(Z

k
)i()i(

ki

)i(
k)i(

ki

)i(
k)i(

ki

)i(
k

yk
ki

)i(
k

xk
ki

)i(
k

k
)i(


















 00

 

J,i 1 ,                                                 (14) 

при измерении дальностей, и, соответственно, 
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при измерении разностей дальностей.  

 Рисунки 2 и 3 иллюстрируют имитационное решение задач (14) и 

(15) при нарастании интервала наблюдения. Видно, что в случае измерения 

дальностей для устойчивой сходимости итерационного алгоритма 

оценивания необходимо набрать не менее 100-120 измерений; при 

оценивании искомых параметров по 200 измерениям погрешности 

оценивания «плоских» координат маяков составляют, приблизительно 3-

5м (Рисунок 2а), погрешности оценивания переносной скорости среды 

(ветер) равны 0.02 м/с (Рисунок 2б), погрешности оценки высоты маяков 

составляют около 10м (Рисунок 2в). В случае измерения разностей 

дальностей для устойчивой сходимости алгоритма оценивания необходимо 

набрать не менее 250-300 измерений; при оценивании искомых параметров 

по 400 измерениям погрешность нахождения «плоских» координат маяков 

составляют, приблизительно 2-3м (Рисунок 3а), погрешности оценивания 

переносной скорости среды равны 0.005 м/с (Рисунок 3б), погрешности 

оценки высоты маяков составляют около 2-3м (Рисунок 3в).  
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Рисунок 2 – Решение задачи динамической выставки (14) – случай измерения 

дальностей 

 

 
 

Рисунок 3 – Решение задачи динамической выставки (15) – случай измерения разностей 

дальностей 

 

Обсуждение. Полученные результаты позволяют сделать вывод о 

том, что с учётом возможности представления в различных системах 

координат, декомпозиции и ограничения набора оцениваемых параметров 

задача динамической выставки многопозиционной системы разрешима и 

свойства её моделей приемлемы для практических приложений. Вообще, 

рассматриваемая задача потенциально имеет весьма широкий спектр 

применимости. Она актуальна в свете проблем организации 
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функционирования маячных навигационных систем различного 

назначения и здесь (не теряя общности) следует особо отметить в том 

числе системы навигации современных мобильных устройств.  

Так, в статье [17] исследуется возможность осуществлять навигацию 

внутри зданий, где отсутствует устойчивый приём данных GPS, используя 

в качестве измерений уровень сигнала множества точек WiFi. Решение 

этой задачи требует достаточно точной привязки WiFi роутеров к 

используемой локальной системе координат. Такая выставка вполне может 

быть осуществлена описанным в настоящей работе способом, хоть и 

потребует учёта особенностей распространения радиоволн в помещении 

[18].  

В работе [19] предлагается использовать для решения 

навигационных задач сигналы базовых станций GSM. Выставка такой 

системы наблюдения также полностью соответствует представленным 

здесь моделям этой задачи.  

Хотя свойства моделей задачи выставки (14) и (15) позволяют 

говорить об их конструктивной разрешимости, требования к свойствам 

измерителей, необходимые для корректного перехода от (10) и (12) к (14) и 

(15) (а именно – к точности привязки шкал времён на объекте и маяках) 

способны существенно ограничить применимость моделей этого типа в 

случаях, когда такая привязка по времени неосуществима. Для 

преодоления этого ограничения возможно перейти от пространственной 

модели к плоской [20], которая процедурно разрешима для полного 

вектора искомых параметров. 

Заключение.  В заключение перечислим основные результаты 

представленной работы. Она посвящена исследованию проблемы выставки 

многопозиционной маячной системы наблюдения. В основу 

рассматриваемой динамической задачи выставки положен традиционный 

метод счисления пути, позволяющий определять местоположение объекта 

по бортовым измерениям его скорости и курса. При этом в качестве 

элементов многопозиционной системы были выбраны маяки, а в качестве 

информационной базы – измерения дальностей «объект-маяк», либо 

разностей этих дальностей, причём объект отождествляется с точкой. 

Модельная интерпретация задачи приводит её к уравнениям типа 

«состояние-измерение», конкретный вид которых зависит от выбранной 

системы отсчёта и типа измерительной информации. Методом решения 

задачи предлагается метод наименьших квадратов, указывается на 

предпочтительность модельной интерпретации задачи с использованием 

бортовой системы отсчёта.  

Исследование разрешимости задачи показало наличие ряда 

ограничений на размерность её модели и возможные траектории движения 

объекта. Тем не менее, учитывающие физические реалии упрощения 
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(исключение ряда параметров из числа искомых и переход от 

пространственной задачи к плоской) позволяют сделать свойства решения 

задачи приемлемыми для практики.  

Важность и актуальность рассмотренной задачи определяется тем, 

что попытка игнорирования возмущающих факторов, определяемых 

погрешностями выставки, приводит к неудовлетворительным результатам 

оценивания навигационных параметров при решении задачи наблюдения 

[21]. Предварительная выставка системы наблюдения обычно позволяет 

решить эту проблему.  
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Current paper is about problem observation system based on range or range 

difference measurer. The paper discusses the formulation and approaches to the solution of 

the two-coordinate task of the exhibition (local coordinate binding) of a multi-position system 

intended for monitoring mobile objects for various special purposes (underwater, surface, 

surface, air, etc.). Such systems continue to be relevant both for traditional navigation tasks 

and for new types of surveillance tasks, for example, navigation of mobile devices based on 

GSM or WiFi data. The mathematical model of the exhibition problem based on equations of 

the "state-measurement" type of continuous type and finite-dimensional representations of the 

method of least squares is formulated. Because of the initial nonlinearity of the problem, it is 

proposed to linearize it about some support solution that characterizes the a priori notions of 

the state of the observation system. Attention is paid to the problem of resolvability of the 

problem from the point of view fundamental resolvability (observability) and resolvability in 

conditions of instrumental measurement errors. The first aspect of solvability is interpreted by 

the completeness of the rank of the corresponding system of linear algebraic equations, the 

second by the conditionality of the problem and the convergence of the iterative estimation 

procedure. The results of numerical simulation of the problem for typical situations are 

presented. It is shown that achievable accuracy of the exhibition is sufficient for a qualitative 

solution of navigational problems. 

Keywords: beacon system, observation, navigation, positioning, observability, 

conditionality, range, distance difference. 
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