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Резюме. Равновесие на межфазных границах во многом определяет процессы переноса и 

поэтому ее исследование является важной задачей. В работе предлагается математическая 

модель задачи стационарного переноса ионов соли при наступлении равновесия, а именно при 

нулевом токе, в сечении канала обессоливания, образованного анионообменной и 

катионообменной мембраной, в виде краевой задачи для систем уравнений Нернста-Планка и 

Пуассона в потенциостатическом режиме. Получено численное и асимптотическое решение этой 

краевой задачи. Проведено сравнение численного и асимптотического решения, показывающее 

их совпадения с хорошей точностью. Полученное асимптотическое решение позволяет провести 

исчерпывающий анализ состояния равновесия в зависимости от начальной концентрации, скачка 

потенциалов, свойств ионообменных мембран и установить основные закономерности переноса. 

Показано, что стационарное состояние процесса переноса ионов соли через сечение канала 

совпадает с равновесным. Установлены расположение и размеры областей пространственного 

заряда и электронейтральности. Получена зависимость напряженности электрического поля и 

концентраций от скачка потенциала и граничных значений концентраций катионов и анионов. 

Результаты работы могут быть использованы для определения оптимальных режимов работы 

электродиализных аппаратов очистки воды. 
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Abstract. The equilibrium at the interphase boundaries largely determines the transfer processes and 

therefore studying it is an important task. The paper proposes a mathematical model of the problem of 

salt ion stationary transfer at the onset of equilibrium, namely at zero current, in the cross section of the 

desalination channel formed by anion exchange and cation exchange membrane in the form of a 

boundary value problem for systems of Nernst-Planck and Poisson equations in the potentiostatic mode. 

A numerical and asymptotic solution of this boundary value problem is obtained. The numerical and 

asymptotic solutions are compared, and their coincidences were shown with good accuracy. The 

acquired asymptotic solution allows for an exhaustive analysis of the equilibrium state depending on the 

https://doi.org/10.26102/2310-6018/2022.38.3.009
mailto:chubyr-natalja@mail.ru
mailto:chubyr-natalja@mail.ru
https://moitvivt.ru/ru/journal/pdf?id=1219
mailto:chubyr-natalja@mail.ru
mailto:chubyr-natalja@mail.ru


Моделирование, оптимизация и информационные технологии /  

Modeling, optimization and information technology  

2022;10(3) 

https://moitvivt.ru 

 

 2 | 10 

initial concentration, potential jump, and properties of ion-exchange membranes and helps to establish 

the basic transfer patterns. It is shown that the stationary state of salt ion transfer process through the 

channel section coincides with the equilibrium state. The location and dimensions of the spatial charge 

and electroneutrality regions are established. The dependence of the electric field strength and 

concentration on the potential jump and the boundary values for cation and anion concentrations is 

obtained. The results of the research can be used to determine the optimal operating modes of 

electrodialysis water purification devices. 

Keywords: small parameter, asymptotic solution, cross section of desalination channel, 

electromembrane systems, numerical solution, singularly perturbed problems. 
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Введение 

Процессы переноса через ионообменные мембраны во многом определяются и 

управляются явлениями, возникающими на межфазной границе. Так, например, для 

идеально селективной мембраны равновесный электроосмос не может привести к 

неустойчивости, в то же время отказ от предположения об идеальной селективности 

мембраны может вызывать неустойчивость равновесия [1]. Таким образом, 

исследование ионного состава и электропроводящих свойств ионообменных мембран, а 

также равновесия на межфазных границах изучаемых электромембранных систем 

является важной задачей [2-4]. В этом направлении отметим, например, 

диссертационное исследование [5], посвященное теории электромембранных процессов 

с участием амфолитов, где приведен достаточно большой обзор современных работ в 

этой области. Целью работы является теоретическое исследование равновесия при 

стационарном переносе ионов соли, в сечении канала обессоливания, образованного 

анионообменной и катионообменной мембраной. Для этого потребовалось решить 

следующие задачи: 1) составление математической модели в виде краевой задачи, 2) 

численное и асимптотическое ее решение. В работе предложена математическая модель 

переноса ионов соли в сечении бесконечно длинного канала обессоливания при 

отсутствии течения раствора. В этих условиях массоперенос в любом сечении 

происходит одинаково, поэтому описывается одномерными уравнениями Нернста-

Планка-Пуассона [1]. 

Математическая модель 

Краевая задача в размерном виде, характерные величины, переход к 

безразмерному виду, оценка безразмерного параметра   и скачка потенциала приведены 

в предыдущих работах [6, 7, 8].  

В безразмерном виде краевая задача является сингулярно-возмущенной [6, 9]: 

11
1 jEC

dx

dC
−= , 

22
2 jEC

dx

dC
−−= , 

https://moitvivt.ru/ru/journal/pdf?id=1219
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21 СС
dx

dE
−= , 

dx

d
E


−= . 

0),0(1
1 =








− 

dx

dC
EC ,                                                 (1) 

aCC 22 ),0( = ,   ( ) 0,0  = , 

kCC 11 ),1( = , 

0),1(2
2 =








+ 

dx

dC
EC ,                                                (2)

 
( ) 0,1 = , 

0

1

0

)1()0(  =−= dxE . 

Здесь ( ),1 хC , ( ),2 хC , 1j , 2j , ( ),хE , ( ) ,х  соответственно искомые 

концентрации и потоки катионов и анионов, а также напряженность и потенциал 

электрического поля, 0  малый параметр. 

Для стационарного переноса constj =1  и constj =2 .  

Из условия (1) следует 𝑗1 = 0, а из условия (2) – 02 =j , следовательно, ток, переносимый 

ионами соли, равен нулю 021 =−= jjI , то есть стационарное состояние процесса 

переноса ионов соли через сечение канала совпадает с равновесным, и система 

уравнений принимает вид: 

 
EC

dx

dC
1

1 = ,
     

(3) 

 
EC

dx

dC
2

2 −= , 
   

(4) 

21 СС
dx

dE
−= . 

Асимптотическое решение 

При асимптотическом решении будем использовать метод декомпозиции [4], а 

именно вывод уравнения для напряженности электрического поля, не содержащего 

концентраций [4]: 

 
EE

dx

Ed
 −= 3

2

2

2

1
.     (5)

 

Заметим, что как только Е найдено, концентрации могут быть легко вычислены 

по уравнениям (3)-(4). Однако, для получения асимптотических приближений удобнее 

использовать уравнения: 

 −=+ 2
21

2

1
ECC ,
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dx

dE
СС =− 21 . 

Откуда следует: 

 


2

1

4

1

2

1 2
1 −+= E

dx

dE
С ,    (6)

 

 


2

1

4

1

2

1 2
2 −+−= E

dx

dE
С .   (7) 

Для определения неизвестной константы  , а также двух значений 

напряженности  

 AEE =),0(   и КEE =),1(       (8) 

получаем систему из трех уравнений:  




−= 2

2
2

АА EС , 

 



−= 2

1
2

КК EС ,
   

(9) 

0

1

0

)( = dxхЕ . 

Для асимптотического решения краевой задачи (2), (8) для E можно использовать 

метод погранслойных функций [5], который наряду с асимптотическим решением дает 

доказательство существования и единственности краевой задачи. Однако, в данном 

случае удобно использовать метод сращивания асимптотических разложений возле 

погранслоев у ионообменных мембран при х=0, х=1 и отдельно в средней части канала. 

Из (9) следует, что 0 . 

Асимптотическое решение в области электронейтральности (ОЭН) 

В области электронейтральности имеем систему уравнений: 

EC
dx

Cd
1

1 = , 

EC
dx

Cd
2

2 −= , 

021 =−СС . 

Следовательно, CСС == 21 , 0=EC . Откуда одно из решений, имеющее вид 

0=E , как будет видно из дальнейших вычислений, позволяет сращивать его с решением 

в области пространственного заряда. При этом 0C  – произвольная постоянная, 

которую необходимо определить впоследствии.  

Асимптотическое решение в области пространственного заряда (ОПЗ) 

Из уравнения (2), после умножения на 
dx

dE
 и интегрирования получаем 

уравнение: 
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 2
4

1
)( 242 +−= EE

dx

dE
, 

которое возле х=0 и х=1 решается по-разному. 

а) Решение в погранслое около х=0. 

Замена 



х

= , 


 ),(
~
E

E = ,  +→ , при 0+→ приводит к уравнению 

24 )
~

(4)
~

(
2

1~
EEE

d

d



−= . 

Вблизи х=0 функция Е убывает, поэтому берем знак «-»: 

24 )
~

(4)
~

(
2

1~
EEE

d

d



−−= , 

интегрируя которое, после ряда преобразований, получаем: 

)(
1

4~
4









−
−

=
−−

−−

e

e
E . 

Таким образом: 

)(

1

41
),(

4
















−

−

=
−−

−−

х

х

e

e
хE . 

Условие сращивания с решением в ОЭН: +→→ ,0
~
E очевидно выполняется, 

более того, можно определить левую границу ОЭН в виде  ln1 kx = , где 0k  – 

произвольная постоянная. 

б) Решение в погранслое около х=1 аналогично пункту а) с необходимыми 

изменениями, а именно, замена имеет вид: 




1−
=

х
, 



 ),(
~
E

E = , −→ , при 0+→  

приводит к уравнению 

24 )
~

(4)
~

(
2

1~
EEE

d

d



−= . 

Вблизи х=1 функция Е возрастает, поэтому берем знак «+»: 

24 )
~

(4)
~

(
2

1~
EEE

d

d



−= ,  

решая которое получаем: 
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)(

1

41
),(

1
4

1
















−

−

=
−

−−

−
−−

х

х

e

e
xE . 

Условие сращивания с решением в ОЭН: −→→ ,0
~
E  очевидно выполняется, 

более того, можно определить правую границу ОЭН в виде  ln12 kx −= , где 0k  – 

произвольная постоянная. 

Асимптотическое представление на [0, 1] 

Таким образом, напряженность электрического поля ),( xE  в начальном 

приближении имеет асимптотическое представление при 0+→ : 



















−=−

−



=−

−

=

−
−−

−
−−

−−

−−































ln1],1;[,)(

1

41

],[,0

ln],;0[,)(

1

41

),(

221
4

1

21

11
4

kxxх

e

e

xxх

kxxх

e

e

xE

х

х

х

х

, 0+→                  (10) 

Функции 1С  и 2С  можно вычислить, используя формулы (6), (7). 

Определение констант 

Из формул (3)-(7) следует, что 02 −= С , и, соответственно, СEС АА 2
2

2
2 +=


, 




−= 2

1
2

КК EС , т. е. )2(2
1

2 ССE АA −=


, )2(2
1

1 ССE KK −=
   

Таким образом, нужно найти лишь константу С .  

Для этого используем соотношение: 

 ++==
1

0

1

0
0

2

2

1

1

),(),(),(),(
х

х

х

х

dxхЕdxхЕdxхЕdxхЕ  . 

С учетом, что

 

СхС =),( 12   и СхС =),( 21  , причем 
 

1,0 21  хх  левая и правая 

границы ОЭН. 

,ln),(),(
2

12

1

1

1

0 2

2

1

0

0

2

2

1

1

C

CC

С

dC
dxхЕ

С

dC
dxхЕ KA

х

х

х

х

=++−==    

откуда 
0

2

1

21

−

= eCCC AK                                                                                                     (11)

 Формула (11) показывает концентрацию катионов и анионов в области 

электронейтральности, которая занимает почти всю ширину канала, постоянна и 

пропорциональна среднегеометрическому их граничных значений на мембранах и 

экспоненциально зависит от скачка потенциала.
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Сравнение с численным решением 

Ниже дано сравнение полученного безразмерного асимптотического решения с 

численным решением, найденным методом конечных элементов для некоторого набора 

исходных данных в размерном виде.  

 
а)       б) 

Рисунок 1 – Графики концентрации катионов, полученные в результате численного решения 

при размерных скачках потенциала 0,1В и 0,3В, ширина канала равна 1мм, концентрации на 

границах равны 0,01 моль/м3: а) общий вид, б) увеличение около анионообменной мембраны 

Figure 1 – Graphs of cation concentration obtained as a result of numerical solution with dimensional 

jumps of potential 0.1V and 0.3V; the channel width is 1 m; the concentrations at the boundaries are 

0.01 mol/m3: a) general view, b) increase near the anion exchange membrane 

 
а)       б) 

Рисунок 2 – Графики напряженности электрического поля, полученные в результате 

численного решения: а) общий вид, б) увеличение 

Figure 2 – Graphs of the electric field strength obtained as a result of numerical solution: a) general 

view, b) magnification 

Сравнение асимптотического и численного решений проведено для двух 

размерных значений скачка потенциала В1,0 и В3,0 . Безразмерные значения 

концентраций С , найденные для этих двух случаев имеют значения

135,02
21 === −eCC и 0024,06

21 === −eCC . Им соответствуют следующие размерные 
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значения концентраций 
3

0014,0
м

моль
 и 

3
0000248,0

м

моль
. Как видно из Рисунка 1, 

значения концентраций, полученные в результате численного расчета, совпадают с 

хорошей точностью. Незначительные отличия численного и асимптотического решения 

связаны как с погрешностью численного решения, связанного с «жесткостью» [10] 

краевой задачи, так и с тем, что используется только начальное асимптотическое 

представление. Напряженность электрического поля в численном решении внутри 

отрезка с большой точностью обращается в ноль (Рисунок 2), как это и следует из 

асимптотического решения.  

Заключение 

В работе сформулирована безразмерная математическая модель равновесного 

переноса ионов соли через сечение канала обессоливания непроточного 

электродиализного аппарата. Осуществлен переход к безразмерному виду, который 

получился сингулярно возмущенной краевой задачей. Предложено асимптотическое 

решение этой краевой задачи методом сращивания асимптотических разложений. 

Проведено сравнение асимптотического решения с численным решением, которое 

показало их совпадение с хорошей точностью. Асимптотическое решение позволяет 

проводить исчерпывающий анализ состояния равновесия в широком диапазоне 

изменения начальной концентрации, скачка потенциалов, свойств ионообменных 

мембран. Показано, например, что концентрация катионов и анионов в области 

электронейтральности пропорциональна среднегеометрическому их граничных 

значений на мембранах и экспоненциально зависит от скачка потенциала и т. д. 

Показано, что стационарное состояние процесса переноса ионов соли через сечение 

канала совпадает с равновесным. В дальнейшем предполагается обобщение результатов 

на случай тернарного электролита [11], а также гальванодинамического и 

гальваностатического режимов [12]. 
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