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Резюме. Вольтамперная характеристика является одной из наиболее значимых характеристик 

переноса ионов соли в мембранных системах. К настоящему времени имеются лишь 

экспериментальные исследования вольтамперных характеристик, которые показывают 
сложное, нестационарное, неустойчивое поведение. Это одна из причин, из-за которой 

отсутствуют исследования теоретических вольтамперных характеристик. Другой причиной 

являются математические и вычислительные трудности. В статье выведена с использованием 

закона Гаусса-Остроградского и проанализирована формула для расчета теоретической 

вольтамперной характеристики для трехмерного канала обессоливания электродиализного 

аппарата в потенциодинамическом режиме. Показано, что эта формула устойчива относительно 

ошибок округления по пространственным переменным, сохраняя при этом сложное 

нестационарное поведение вольтамперной характеристики по времени. Для применения формул 

необходимо рассчитывать локальную плотность тока с использованием математической модели 

переноса ионов бинарной соли в трехмерном канале обессоливания электродиализного аппарата 

с учетом электроконвекции. Установлены основные закономерности изменения вольтамперной 

характеристики. Показано, что она качественно совпадает с экспериментальными 

вольтамперными характеристиками. Небольшое количественное различие может быть 

объяснено тем, что в математической модели не учитывается реакция 

диссоциации / рекомбинации воды, гравитационная конвекция и другие механизмы переноса и 

требует отдельных дальнейших исследований.  
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Abstract:  The current-voltage characteristic is one of the most significant characteristics of salt ion 

transport in membrane systems. To date, there are only experimental studies of current-voltage 

characteristics that show complex, unsteady, unstable behavior. This is one of the reasons why there 

are no studies of theoretical current-voltage characteristics; another reason is mathematical and 

computational difficulties. In this article the formula for calculating the theoretical current-voltage 

characteristic for a three-dimensional desalination channel of an electrodialysis apparatus in a 

potentiodynamic mode is derived and analyzed, using the Gauss-Ostrogradskii law. It is shown that this 

formula is stable with respect to rounding errors in spatial variables, while maintaining the complex 

non-stationary behavior of the current-voltage characteristic over time. To apply the formulas, it is 

necessary to calculate the local current density using a mathematical model of the binary salt ions 

transport in a three-dimensional desalination channel of an electrodialysis apparatus (EDA), taking into 

account electroconvection. The main regularities of changes in the current-voltage characteristic are 

established. It is demonstrated that it qualitatively coincides with the experimental current-voltage 

characteristic. A small quantitative difference can be explained by the fact that the mathematical model 

does not take into consideration the dissociation/recombination reaction of water, gravitational 

convection and other transport mechanisms and requires separate further studies. 

Keywords: desalination, current-voltage curve, electrodialysis, Nernst-Planck-Poisson and Navier-

Stokes equations, Gauss-Ostrogradskii law, numerical methods, membrane systems, ion exchange 

membrane, desalination channel 
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Введение 

Вольтамперная характеристика (ВАХ) является одной из наиболее значимых 

характеристик переноса ионов соли в мембранных системах и интенсивно исследуется 

в работах многих авторов. В работах [1, 2] были проанализированы экспериментальные 

ВАХ и установлены основные закономерности их изменения. Показано, что ВАХ имеет 

сложное, нестационарное, неустойчивое поведение, причем можно выделить несколько 

характерных участков изменения (Рисунок 2 б):  

а) первый участок практически линейного изменения, который продолжается почти 

до предельного тока. Этот участок обычно называют омическим участком, так как на 

этом участке выполняется обобщенный закон Ома, а именно плотность тока растет 

пропорционально скачку потенциалу; 

б) «плато», на котором плотность тока меняется незначительно, хотя скачок 

потенциала изменяется существенно; 

в) вторичный, практически линейный подъем плотности тока. 

Однако, выяснить физический смысл возникновения и развития этих участков, связь 

между характеристиками ВАХ и массопереноса экспериментально оказалось 

затруднительно. 

mailto:chubyr-natalja@mail.ru
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Для решения этих проблем необходимо построить и провести анализ теоретической 

ВАХ. Для построения теоретической ВАХ необходимо вывести формулу, 

позволяющую, с одной стороны, сохранить все особенности ВАХ, а с другой стороны, 

устойчиво рассчитывать относительно ошибок округления. Кроме того, необходимо 

составить математическую модель, позволяющую рассчитать плотность тока в каждой 

точке канала обессоливания в любой момент времени по заданному скачку потенциала. 

 

1. Математическая модель 

В сверхпредельных токовых режимах в мембранных системах возникают 

следующие вторичные или сопряженные явления концентрационной поляризации:  

1) пространственный электрический заряд занимает макроскопическую область, 

меньшую, но уже сопоставимую с толщиной диффузионного слоя [3-5]; 

2) начинается интенсивная генерация ионов водорода и гидроксила [6-9]; 

3) в системе возникает микроконвективные течения, гравитационная и 

электроконвекция, интенсифицирующая массоперенос [10-13].  

В настоящее время принято считать, что электроконвекция является основным 

механизмом сверхпредельного массопереноса, поэтому в данной статье ограничимся 

исследованием расчета ВАХ с использованием модели переноса ионов бинарной соли с 

учетом электроконвекции [14]. Эта модель, состоящая из системы уравнений в частных 

производных приведена ниже. 

Схема трехмерного канала обессоливания электродиализного аппарата 

представлена на Рисунке 1.  

1.1 Схема канала обессоливания 

 
Рисунок 1 – Схема 3D – изображения канала обессоливания. Здесь АОМ –

анионообменная мембрана, КОМ – катионообменная мембрана 

Figure 1 – 3D image of the desalination channel. AEM is an anion exchange membrane, CEM 

is a cation exchange membrane 

 

На Рисунке 1 при х=0 расположена анионообменная мембрана, а при х=Н – 

катионообменная мембрана. При y=0 расположен вход в канал, y=L – выход из канала. 

Таким образом, х – переменная по ширине канала, y – по длине канала, а z=0 – «низ» 

канала, на котором он лежит, z=M – высота канала. Поэтому ионообменные мембраны 

канала расположены перпендикулярно плоскости стола, на котором «лежит» ЭДА. 
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Канал обессоливания обозначим через  

}0,0,0:),,{( MzLyHxzyx = .
 

Плотность тока в произвольной точке канала в некоторый момент времени обозначим 

),,,( zyxtI


. Прямоугольник   используется ниже при применении теоремы Гаусса. 

В потенциодинамическом режиме задается скачок потенциала и рассчитывается с 

использованием математической модели плотность тока ),,,( zyxtI


 в каждой точке 

(x,y,z) области в момент времени t , по заданному скачку потенциала. 

Обозначим: 

 =
LM

xА dzdyzytI
LM

tI

0 0

),,0,(
1

)(  – усредненный общий ток, проходящий через 

анионообменную мембрану; 

dydzzyHtI
LM

tI
LM

xK  =

0 0

),,,(
1

)(

 

– усредненный общий ток, проходящий через 

катионообменную мембрану. 

В стационарном случае 
АI  и 

КI  – это усредненные плотности токов, проходящих через 

АОМ и КОМ, поэтому при изменении скачка потенциала они представляют собой 

вольтамперную характеристику АОМ и КОМ, соответственно. Среднее арифметическое 

этих величин может рассматриваться во многих случаях как вольтамперная 

характеристика всего канала. Именно, поэтому )(tIА  и )(tIK
 являются искомыми 

величинами. На первый взгляд, )(tIА  и )(tIK  несложно рассчитать, если известна 

),,( yxtI


. Однако эти формулы используют значения ординаты плотности тока на 

границе, которые, как будет показано ниже, в свою очередь зависят от градиентов 

концентраций, которые вблизи ионообменных мембран принимают очень большие 

значения. Небольшие ошибки в вычислении этих градиентов приводят к большим 

погрешностям в вычислении ),,,( zyxtI x
 при 0=x  и Hx = , поскольку интегралы 

берутся по переменным ),( zy . Поэтому необходимо вывести формулу для вычисления 

)(tIА  и )(tIK
, устойчивую относительно ошибок округления. 

1.2 Система уравнений 

Перенос ионов соли в 3D канале обессоливания с учетом электроконвекции 

описывается следующей системой уравнений с частными производными [15]: 

, 1, 2,i i i i i i i

F
j z D C E D C CV i

RT
= − −  + =                         (1) 

, 1, 2,i
i

C
divj i

t


= − =


                                                      (2) 

( )1 1 2 2r F z C z C  = − + ,                                                 (3) 

( )1 1 2 2I F z j z j= + ,                                           (4) 

( )
0 0

1 1
,

V
V V P V f

t


 


+  = −  +  +


                (5) 

            
( ) 0,div V =                                                                  (6) 

f E= .                                                                         (7) 
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Уравнения Нернста-Планка (1) описывают поток растворенных компонентов 

(ионов натрия 
+= Nai 1  и хлора 

−= Cli 2 ), обусловленный миграцией в 

электрическом поле, диффузией и конвекцией, зарядовые числа катионов 11 =z , и 

анионов 12 −=z ; (2) – уравнения материального баланса; (3) – уравнение Пуассона для 

потенциала электрического поля, (4) – уравнение протекания тока, которое означает, что 

ток, протекающий через диффузионный слой, определяется потоком ионов, 
r  – 

диэлектрическая проницаемость раствора, F – число Фарадея, R  – универсальная 

газовая постоянная,   – потенциал, iC , ij , ,iD  I  – концентрация, поток, коэффициент 

диффузии i-го иона, плотность тока, определяемая потоком ионов, V – скорость течения 

раствора; уравнения Навье-Стокса (5) и неразрывности для несжимаемой жидкости (6) 

описывают поле скоростей, формируемое, в том числе, под действием вынужденного 

течения и пространственной электрической силы Ef


= – электрическая сила, где 

( )1 1 2 2F z C z C = +  плотность распределения пространственного заряда, а E = −  – 

напряженность электрического поля, 0  
– плотность раствора,   – кинематическая 

вязкость. Формулу (7) можно записать и по-другому, с использованием уравнения 

Пуассона (3): EdivEEEf rrr


==−== . 

Если подставить (1) в (2), то уравнения (2) запишутся в виде 

( ) ( ) , 1, 2.i
i i i i i i

C F
z D div C D C div CV i

t RT



=  −  − =


 

Уравнения Нернста-Планка, Пуассона и Навье-Стокса являются выражением 

общих законов сохранения, поэтому модель переноса ионов соли с учетом 

электроконвекции определяется наряду с формулой электрической силы в уравнении 

Навье-Стокса и, в первую очередь, краевыми условиями. Ниже описан один из 

вариантов краевых условий. 

1.2 Краевые условия 

Электродиализные аппараты используют, как правило, в двух разных режимах 

работы: в потенциодинамическом режиме (ПДР), когда задается падение потенциала в 

цепи, и в гальванодинамическом, когда задается плотность тока в цепи. Далее будем 

изучать ПДР, причем поверхности ионообменных мембран считать 

эквипотенциальным, т. е. предполагается выполненным условие:  

( ) ( ), , , ,0, , .t H y z t y z t  − =
                     

                      (8) 

Наряду с (8) будем использовать следующие краевые условия: 

1) Условия на анионообменной мембране (х=0) 

2 2( ,0, , ) mC t y z C= , 
                          

                                (9) 

1( ,0, , ) 0n j t y z−  = , 
                    

                                   (10) 

( ,0, , )t y z t = ,
                          

                                 (11) 

( ,0, , ) 0n V t y z−  = .
                    

                                    (12) 

2) Условие на катионообменной мембране (х=Н) 

1 1( , , , ) mC t H y z C= ,
                      

                                 (13) 

2 ( , , , ) 0n j t H y z−  = ,
                    

                                 (14) 
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( , , , ) 0t H y z = ,
                       

                                    (15) 

( , , , ) 0n V t H y z−  = .
                    

                                  (16) 

3) Условие на входе в канал (z=0). 

Cчитаем заданными концентрации ионов так, чтобы на входе выполнялось 

условие электронейтральности, т. е.:   

,0( , , ,0) 1,2i iC t x y C i= =                                             (17) 

( , , ,0)
tx

t x y t
H


 = −                                                   (18) 

( ) 00, , , (0,0,6 (1 ))
x x

V x y z V
H H

= −                                  (19) 

4) Условие на выходе из канала (z=L).  

Для концентрации будем использовать условие на поток ионов, предполагающее, 

что ионы соли выносятся из канала обессоливания электродиализного аппарата только 

за счет течения раствора: 

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ), 1,2.i z in j t x y L V t x y L C t x y L i−  = − =
          (20)  

Для скачка потенциала ставится условие: 

                                                ( , , , ) 0n t x y L−  = .                                                (21) 

5) Условие на боковых гранях канала, то есть изоляторах. 

                                                 
0),,,( = zyxtjn i


.                                                    (22) 

6) Начальные условия. 

Начальные условия возьмем согласованными с граничными условиями. 

,0(0, , , ) 1,2i iC x y z C i= = ,                                    (23) 

(0, , , ) 0x y z = ,                                                        (24) 

( ) 00, , , (0,0,6 (1 ))
x x

V x y z V
H H

= − .                               (25) 

1.3. Вспомогательные формулы 

1.3.1 Дивергенция плотности тока 

Умножим на 
iz  и сложим, тогда )(

)(
2211

2211 jzjzdiv
t

CzCz 
+−=

+




 

или ),( 2211 jzjzFdiv
t


+−=




где )( 2211 CzCzF +=  – плотность распределения 

зарядов. С учетом (4) получаем закон Гаусса-Остроградского в дифференциальной форме: 

Idiv
t


−=




                                                            (26) 

Следовательно, 0=Idiv


, только если выполняется условие локальной 

электронейтральности 0)( 2211 =+= CzCzF , либо рассматривается стационарный 

процесс )( 2211 CzCzF += =Const. 

Таким образом, плотность тока является соленоидальным полем лишь для стационарной 

задачи и (или) в тех областях, где выполняется условие локальной 

электронейтральности. 

1.3.2 Формула для расчета плотности тока 
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Плотность тока в канале обессоливания должна считаться с учетом потоков катионов и 

анионов согласно уравнению: 

( )2211 jzjzFI


+=  

Отсюда с учетом формулы (6): 

2,1, =+−= iVCCDECDz
RT

F
j iiiiiii


 

имеем 

VCzCzFCDzCDzFECDzCDz
RT

F
I


)()()( 221122211122

2
211

2
1

2

+++−+= или

VCzCzFCDzCDzFCDzCDz
RT

F
I


)()()( 221122211122

2
211

2
1

2

+++−+−= 
 

Из (22) следует, что на боковых гранях выполнено 

                                                 
( ) 02211 =+= jnzjnzFIn


                                 (27) 

Таким образом, 0=zI  на боковых гранях     

2. Формула для расчета ВАХ 

Формула для расчета ВАХ основана на законе Гаусса-Остроградского [4], 

формулировка которого зависит от того, является ли плотность тока соленоидальным 

полем или нет.  

2.1 Закон Гаусса-Остроградского 

В трехмерном случае закон Гаусса-Остроградского запишется в виде [4]: 




= dIdivSdI

S


                      

Здесь dsnSd


=  – элемент ориентированной границы, т. е. n


 – внешняя нормаль к 

границе, dS – бесконечно малый элемент границы, а d  – бесконечно малый элемент 

объема.  

Если учесть отдельно скачки потенциалов через мембраны и считать их постоянными 

как в работах [3,9,13], то можно считать, }0,0,0:),,{( MzLyHxzyx =

тогда: 

   

    

+−+

+−+−=

H L

z

H L

z

LM

x

H M LM

xy

H M

y
S

dydxMyxtIdydxyxtIdzdyzyHtI

dzdyzytIdzdxzLxtIdzdxzxtISdI

0 00 00 0

0 0 0 00 0

),,,()0,,,(),,,(

),,0,(),,,(),0,,(


  

 

Поскольку, через боковые грани (изоляторы ток не протекает), то последние два 

интеграла равны нулю, то есть 

0),,,()0,,,(
0 00 0

==  
H L

z

H L

z dydxMyxtIdydxyxtI  

и интегральный закон Гаусса-Остроградского запишется в виде: 
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 

    



=+

+−+−

dIdivdzdyzyHtI

dzdyzytIdzdxzLxtIdzdxzxtI

LM

x

HM LM

xy

HM

y



0 0

0 0 0 00 0

),,,(

),,0,(),,,(),0,,(

   

 

2.2 Вывод формулы для расчета ВАХ в электрической цепи  

для соленоидального случая 

Для соленоидальной плотности тока 0=Idiv


интегральный закон Гаусса, как следует 

из предыдущей формулы, приобретает вид: 0=
S

SdI


 

или 

0),,,(),,0,(),,,(),0,,(

0 00 0 0 00 0

=+−+−      
LM

x

H M LM

xy

H M

y dzdyzyHtIdzdyzytIdzdxzLxtIdzdxzxtI . 

Возьмем произвольную точку ),0( Hs  и рассмотрим сечение 

}0,0,:),,{( MzLysxzyx ==  и области 

}0,0,0:),,{(1 MzLysxzyx =  и 

}0,0,0:),,{(1 MzLysxzyx = . Очевидно, что
21 = . 

Так как поле плотности тока является соленоидальным в области  , то 0=Idiv


 в 

каждой из областей 
1  и 

2 , и, следовательно: 2,1,0 ==


idIdiv

i


. 

Из закона Гаусса-Остроградского, примененного для каждой из областей 
1  и 

2 , 

следует: 

0),,,(),,0,(),,,(),0,,(

0 00 0 0 00 0

=+−+−      
LM

x

s M LM

xy

s M

y dzdyzystIdzdyzytIdzdxzLxtIdzdxzxtI

0),,,(),,,(),,,(),0,,(
0 00 0 00

=+−+−      
L M

x

H

s

M L M

xy

H

s

M

y dzdyzyHtIdzdyzystIdzdxzLxtIdzdxzxtI  

Умножим первое уравнение на (-1) и сложим со вторым, тогда получим равенство 

справедливое для любого ],0[ Hs : 

0),,,(),,,(2),,0,(),,,(

),,,(),0,,(),0,,(

0 00 0 00 0

0 0 00 0

=+−++

+−−

     

    
L M

x

H

s

M L M

x

L M

xy

H

s

M s M

yy

s M

y

dzdyzyHtIdzdyzystIdydzzytIdzdxzLxtI

dxdzzLxtIdzdxzxtIdxdzzxtI

 

Проинтегрируем это тождество по s  от 0  до H , тогда получим: 

+−−        dsdzdxzLxtIdxdsdzzxtIdxdsdzzxtI
H s M

y

H H

s

M

y

H s M

y
0 0 00 00 0 0

),,,(),0,,(),0,,(  
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0),,,(

),,,(2),,0,(),,,(

0 0 0

0 0 00 0 00 0

=+

+−+

  

      

HLM

x

HLM

x

HLM

x

HH

s

M

y

dzdydszyHtI

dzdydszystIdzdydszytIdzdxdszLxtI

  

С учетом  

    =

L M

x

H L M

x dzdyzytIHdzdydszytI
0 00 0 0

),,0,(),,0,(  

    =

L M

x

H L M

x dzdyzyHtIHdzdydszyHtI
0 00 0 0

),,,(),,,(  

получим: 

+−−        dsdzdxzLxtIdxdsdzzxtIdxdsdzzxtI
H s M

y

H H

s

M

y

H s M

y
0 0 00 00 0 0

),,,(),0,,(),0,,(  

0),,,(

),,,(2),,0,(),,,(

0 0

0 0 00 00 0

=+

+−++

 

     

LM

x

HLM

x

LM

x

HH

s

M

y

dzdyzyHtIH

dzdydszystIdzdyzytIHdzdxdszLxtI

 

или 

  

      

     

−

−++−

−=+

H H

s

M

y

H s M

y

H H

s

M

y

H s M

y

LM H LM

xx

LM

x

dzdxdszLxtI

dsdzdxzLxtIdxdsdzzxtIdxdsdzzxtI

dzdydszystIdzdyzyHtIHdzdyzytIH

0 0

0 0 00 00 0 0

0 0 0 0 00 0

),,,(

),,,(),0,,(),0,,(

),,,(2),,,(),,0,(

 

Разделим обе части на 2HLM, тогда получим 

   =+
LM

x

LM

x dzdyzyHtI
LM

dzdydszytI
LM

0 00 0

)),,,(
1

),,0,(
1

(
2

1

 

+−=      dxdsdzzxtI
HLM

dzdydszystI
HLM

Hs M

y

HLM

x
0 0 00 0 0

),0,,(
2

1
),,,(

1
 

−++      dsdzdxzLxtI
HLM

dxdsdzzxtI
HLM

Hs M

y

HH

s

M

y
00 00 0

),,,(
2

1
),0,,(

2

1
                        (28) 

  −
H H

s

M

y dzdxdszLxtI
HLM

0 0

),,,(
2

1
 

Обозначим 

  =

H L M

xav dzdydxzyxtI
HLM

tI
0 0 0

),,,(
1

)(  – средний ток; 
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 =

M H

yвх dxdzzxtI
HM

tI
0 0

),0,,(
1

)(  – усредненный входящий ток; 

 =

M H

yвых dxdzzLxtI
HM

tI
0 0

),,,(
1

)(  – усредненный выходящий ток;  

    

    

−+

++−=

H H

s

M

y

H s M

y

H H

s

M

y

H s M

yN

dzdxdszLxtI
HLM

dsdzdxzLxtI
HLM

dxdsdzzxtI
HLM

dxdsdzzxtI
HLM

tI

0 00 0 0

0 00 0 0

),,,(
2

1
),,,(

2

1

),0,,(
2

1
),0,,(

2

1
)(

 

Тогда из (28) получаем ( ) )()(
2

1
tItIII NavКА +=+  

Оценим )(tIN
. Для этого оценим интегралы 

=



   

    

dxdzzxtI
LM

dxdsdzzxtI
HLM

dxdsdzzxtI
HLM

dxdsdzzxtI
HLM

HM

y

H HM

y

H s M

y

H s M

y

0 00 0 0

0 0 00 0 0

),0,,(
2

1
),0,,(

2

1

),0,,(
2

1
),0,,(

2

1

 

вх

HM

y I
L

H
dxdzzxtI

HML

H

2
),0,,(

2

1

0 0

=  

 Аналогично получим: 

вх

H H

s

M

y I
L

H
dxdsdzzxtI

HLM 2
),0,,(

2

1

0 0

    

вых

H s M

y I
L

H
dsdzdxzLxtI

HLM 2
),,,(

2

1

0 0 0

    

вых

H H

s

M

y I
L

H
dzdxdszLxtI

HLM 2
),,,(

2

1

0 0

    

Следовательно: 

)( выхвхN II
L

H
I +  

Если входной и выходные токи малы, или (и) канал достаточно длинный (на 

практике длина канала обычно в десятки и сотни раз длиннее ширины), то NI  мало, 

поэтому получим ( )КАav III +
2

1
. 

Таким образом, в качестве средней плотности тока, переносимого через 3D канал 

обессоливания, можно использовать интеграл 

                                     
  =
H LM

xav dzdydxzyxtI
HLM

tI

0 0 0

),,,(
1

)( .

                                          

(29) 

В отличие от интегралов (28) в тройном интеграле (29) ошибки при вычислении 

производной по переменной x  компенсируются интегрированием по этой же 

переменной.   
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Таким образом, тройной интеграл (29) для соленоидального случая позволяет 

достаточно точно и адекватно вычислить ВАХ. 

Формула (29) достаточно точна для длинных каналов, однако для коротких 

каналов дает значение величины тока со значительной ошибкой.  

2.3 Вывод формулы для расчета ВАХ в электрической цепи для 

несоленоидального случая  

В общем случае для несоленоидальной плотности тока вывод формулы для расчета 

ВАХ аналогичен предыдущему и она имеет вид: 

     −−=

H L MH L M

xav dzdydxzyxtIdivxH
HLM

dzdydxzyxtI
HLM

tI
0 0 00 0 0

),,,()2(
2

1
),,,(

1
)(


,    (30) 

где усредненная плотность тока    −=

H L M

Nav dzdydxzyxtIdivxH
HLM

tI
0 0 0

),,,()2(
2

1
)(


 

связана с несоленоидальностью плотности тока.  

Таким образом, из формулы (30) следует, что общая средняя плотность тока )(tIav  

состоит, грубо говоря, из суммы соленоидальной части средней плотности тока 

  =

H L M

xavS dzdydxzyxtI
HLM

tI
0 0 0

),,,(
1

)(  и несоленоидальной части средней плотности тока

   −=

H L M

Nav dzdydxzyxtIdivxH
HLM

tI
0 0 0

),,,()2(
2

1
)(


,   )()()( tItItI avNSavav += .   

Несложно показать, что

     −

H L MH L M

Nav dzdydxzyxtIdiv
LM

dzdydxzyxtIdivxH
HLM

tI
0 0 00 0 0

),,,(
2

1
),,,(2

2

1
)(


, 

поэтому если Idiv
zyx



),,(
max  мало, т. е. плотность тока практически является 

соленоидальной, то опять получаем   

H L M

xav dzdydxzyxtI
HLM

tI
0 0 0

),,,(
1

)( . 

3. Результаты численного эксперимента 
 

В работе проведен анализ теоретической ВАХ (Рисунок 2) и ее сравнение с 

экспериментальными ВАХ (Рисунок 3).  
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Рисунок 2 – График теоретической 3D ВАХ и увеличение отдельных участков 

Figure 2 – Graph of theoretical 3D CVC and magnification of individual sections 

Как видно из Рисунка 2, график ВАХ можно примерно разбить на несколько 

участков. На первом участке от 0В и до 0,1В график практически линейный. На этом 

участке имеется два стационарных вихря в начале канала, которые, как следует из 

Рисунка 3, похожи на сильно вытянутые эллипсоиды вращения. Причем, от «эллипсоида 

вращения», расположенного около катионообменной мембраны образуется вихревой 

след вниз по течению. Поскольку, плотность тока линейно зависит от скачка 

потенциала, то на этом участке выполняется закон Ома, поэтому он может быть назван 

Омическим участком ВАХ. В промежутке от 0,1В и до 0,15В скорость увеличения 

графика значительно меньше, чем на первом участке, и он соответствует так 

называемому «плато» [15]. На участке от 0,15В до 0,17В наблюдается увеличение 

подъема графика функции, который вызван развитием электроконвекции около 

катионообменной мембраны (Рисунок 3). 

Начиная с 0,17В и далее электроконвекция начинается также у анионообменной 

мембраны и дает свой вклад в массоперенос и поэтому график ВАХ продолжает 

увеличиваться до 0,18В. Эти вихри вызывают заметные колебания ВАХ. В дальнейшем, 

примерно до 0,42В электроконвективные вихри возле катионообменной мембраны и 

анионообменной мембраны практически не взаимодействуют между собой (Рисунок 3), 

поэтому тренд графика ВАХ практически постоянный (Рисунок 2). После 0,42В 

электроконвективные вихри возле катионообменной мембраны и катионообменной 

мембраны начинают взаимодействовать и практически полностью заполняют канал 



Моделирование, оптимизация и информационные технологии /  

Modeling, optimization and information technology  

2021;9(4) 

https://moitvivt.ru 

 

13 | 19 

обессоливания (Рисунок 3). Это приводит к усилению массопереноса и соответственно 

новому подъему графика ВАХ (Рисунок 2).  

На Рисунке 3 приведены графики ВАХ, посчитанные с использованием 

двумерной и трехмерной модели (точки), а также их полиномиальные аппроксимации. 

Для 2D это xxxxxy 2,03,13,48,79,5 2345 +−+− , а для 3D – 

xxxxxy 2,07,05,16,16,0 2345 +−+− . Видно, что графики этих функций совпадают с 

хорошей точностью до 40с (0,2В). В промежутке от 40с (0,2В) и до 100с (0,5В) график 

ВАХ 3D проходит ниже графика ВАХ 2D, а затем график ВАХ 3D быстро 

увеличивается.  

 

 
a) 

 
б) 

Рисунок 3 – Сравнение 2D теоретической ВАХ (NPP/NS) и экспериментальных ВАХ  

Figure 3 – Comparison of 2D theoretical CVC (NPP / NS) and experimental CVC 
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a)                                                                    б) 

      
в)                                                                          г) 

Рисунок 4 – а) сечения канала обессоливания, перпендикулярные поверхности 

ионообменных мембран при ммy 75,0= , ммy 41,0= , ммy 25,0= ; б)-г) линии тока раствора 

в каждом из сечений в разные времена: ct 20= , ct 30= , ct 40= , ct 50= , ct 80= , ct 90=  
Figure 4 – a) sections of the desalination channel perpendicular to the surfaces of ion-exchange 

membranes at mmy 75,0= , mmy 41,0= , mmy 25,0= ;
 
b)-d) solution flow lines of current in each 

of the sections at different times: st 20= , st 30= , st 40= , st 50= , st 80= , st 90=  

 

На Рисунке 4 приведены результаты сравнения графиков ВАХ 2D и 

экспериментальных ВАХ. Видно, что экспериментальные ВАХ, кроме ВАХ, 

измеренных с мембранами Nafion, проходят ниже ВАХ 2D, как и ВАХ 3D. Поэтому 

можно считать, что график ВАХ 3D ближе к экспериментальным ВАХ, чем ВАХ 2D 

[16]. Это объясняется тем, что трехмерная модель канала обессоливания более 

адекватна, чем двумерная.  

Заключение 
 

В работе выведены формулы, позволяющие считать ВАХ, устойчиво 

относительно случайных ошибок и ошибок округления, и выяснен физический смысл 

этих формул. Приведен расчет теоретической ВАХ с использование математической 

модели переноса ионов бинарной соли с учетом электроконвекции и показано, что она 

качественно совпадает с экспериментальными ВАХ. Количественное различие может 

быть объяснено тем, что в математической модели не учитывается реакция 

диссоциации / рекомбинации воды, гравитационная конвекция и другие механизмы 

переноса ионов соли в мембранных системах. Таким образом, формулу: 

  
H LM

xav dzdydxzyxtI
HLM

tI

0 0 0

),,,(
1

)(  
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можно использовать в теоретических исследованиях переноса ионов соли в 

электромембранных системах для расчета ВАХ. 
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