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Резюме. Вольтамперная характеристика (ВАХ) является важной интегральной характеристикой 

процесса переноса ионов соли в электромембранных системах, в качестве которых 

рассматривается канал обессоливания электродиализного аппарата. В статье исследуется 

теоретическая вольтамперная характеристика, для расчета которой сформулирована и численно 

решена новая 2D математическая модель нестационарного переноса 1:1 электролита в 

потенциодинамическом режиме с учетом электроконвекции и некаталитической реакции 

диссоциации и рекомбинации молекул воды. Установлены основные закономерности изменения 

вольтамперной характеристики и их связь с электроконвекцией и некаталитической реакцией 

диссоциации и рекомбинации молекул воды. Показано, что до возникновения электроконвекции 

значения ВАХ с учетом реакции диссоциации / рекомбинации молекул воды выше значения ВАХ 

без учета этой реакции. Эта разница вызвана влиянием на напряженность электрического поля 

продуктов диссоциации воды, т. е. экзальтацией предельного тока. Электроконвекция 

начинается позже с учетом реакции диссоциации / рекомбинации молекул воды, чем без учета 

этой реакции. При более высоких значениях скачка потенциала значения ВАХ с учетом реакции 

диссоциации / рекомбинации молекул воды ниже значения ВАХ без учета этой реакции. 

Установлено, что несоленоидальная часть тока мала, поэтому общий ток и соленоидальная часть 

тока совпадают с хорошей точностью как в случае с учетом, так и в случае без учета реакции 

диссоциации / рекомбинации молекул воды. Таким образом, в первом приближении в качестве 

общего тока можно рассматривать соленоидальную часть тока, которая рассчитывается с 

использованием двойного интеграла, устойчивого к ошибкам округления по пространственным 

переменным, но сохраняющего все особенности изменения плотности тока по времени. 

Ключевые слова: вольтамперная характеристика, мембранные системы, сечение канала 
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Abstract: The current-voltage characteristic (CVC) is an important integral characteristic of the salt ion 

transfer process in electromembrane systems, which are considered as the desalination channel of the 

electrodialysis apparatus. The article examines the theoretical current-voltage characteristic, for the 

calculation of which a new 2D mathematical model of non-stationary 1:1 electrolyte transfer  in a 

potentiodynamic mode is formulated and numerically solved, taking into account the electroconvection 

and non-catalytic reaction of dissociation and recombination of water molecules. The main regularities 

of changes in the current-voltage characteristic and their connection with the electroconvection and non-

catalytic reaction of dissociation and recombination of water molecules are established. It is shown that 

before the  electroconvection occurs, the values of CVC in terms of the dissociation/recombination 

reaction of water molecules are higher than the values of CVC without taking into account this reaction. 

This difference is caused by the effect of the  water dissociation products, i.e., the exaltation of the 

limiting current, on the electric field strength. Electroconvection begins later in terms of the 

dissociation/recombination reaction of water molecules, than without consideration to this reaction. At 

higher values of the potential jump, the values of the VAC in terms of the dissociation/recombination 

reaction of water molecules are lower than the values of the CVC without consideration to this reaction. 

It is established that the non-solenoidal part of the current is small, so the total current and the solenoid 

part of the current coincide with good accuracy, both in the case of considering and in the case without 

considering the dissociation/recombination reaction of water molecules. Thus, in the first 

approximation, the total current can be regarded as the solenoid part of the current, which is calculated 

using a double integral that is resistant to rounding errors in spatial variables, but retains all the features 

of the change in current density over time. 
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Введение 

Вольтамперная характеристика (ВАХ) широко используется при 

экспериментальном изучении сверхпредельного переноса [1,2]. Эти экспериментальные 

исследования ВАХ  в сверхпредельном режиме, показывают сложное, нестационарное и 

неустойчивое поведение ВАХ. Однако, аналогичных теоретических исследований ВАХ 

за исключением работ [3,4] нет. Это вызвано с двумя чисто математическими 

проблемами. Первая связана с необходимостью вывода формулы для расчета ВАХ, 

которое с одной стороны адекватно отображала бы нестационарное и неустойчивое 

поведение ВАХ по времени, а с другой стороны, была устойчивой относительно ошибок 

округления по пространственным переменным.  В работах [3,4] впервые была выведена 
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формула, позволяющая рассчитать теоретические ВАХ. Вторая проблема заключается в 

разработке математической модели процессов, на основе которой рассчитывается ВАХ.  

В данной статье исследуется совместное влияние реакции диссоциации/рекомбинации 

молекул воды и электроконвекции на теоретическую ВАХ в электромембранной 

системе, в качестве которой рассматривается канал обессоливания ЭДА. 

Диссоциация воды в системах с ионообменными мембранами исследовалась 

экспериментальными методами в [5-7], и теоретически, с использованием 

математических моделей в [3-4]. В настоящее время доказано существование 

каталитический и некаталитический диссоциации воды. Каталитическая диссоциация 

воды возникает на ионообменных мембранах в реакциях переноса протона между 

заряженными группами в мембране и молекулами воды [8,9]. В [10,11] показано, что в 

растворе в области пространственного заряда происходит неустранимая 

некаталитическая реакция диссоциации молекул воды, вызванная большими значениями 

напряженности электрического поля. В данной статье исследуется именно 

некаталитическая реакция и ее влияние на ВАХ.  

Известно, что электроконвекция является основной причиной сверхпредельного 

переноса [12-14], вызванной в результате взаимодействия электрического поля с 

индуцированным этим полем пространственным зарядом, локализованным на 

межфазных границах раствор / мембрана.  

Появление ионов 
+H  и 

−OH  в результате диссоциации воды может привести к 

уменьшению или даже исчезновению пространственного заряда, который лежит в 

основе электроконвекции. Следовательно, появление и развитие области 

пространственного заряда, некаталитическая реакция диссоциации/ рекомбинации 

молекул воды, а также электроконвекция неразрывно связаны и их необходимо изучать 

вместе. 

Таким образом, совместный учет влияния   реакции диссоциации-рекомбинации 

молекул воды  и электроконвекции на ВАХ является актуальной проблемой.  

 

1. Математическая модель 

1. 1. Схема канала обессоливания 

Рассмотрим 2D канал обессоливания электродиализного аппарата (рис 1), 

образованный анионообменной мембраной (АОМ) и катионообменной мембраной 

(КОМ). В канал подается раствор 1:1 соли, например, раствор NaCl или KCl. Как было 

показано выше, в области пространственного заряда вблизи ионообменных мембран 

происходит некаталитическая реакция диссоциации молекул воды.  
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Рисунок 1 – Схема канала обессоливания и моделируемых явлений ось Ох направлена поперек 

канала, при х=0 расположена АОМ, а при х=Н – КОМ, ось Оу направлена вдоль канала, у=0 - 

вход в канал, у=L выход из канала. К системе прикладывается некоторый скачок потенциала. 

Ионы ОН-, образовавшиеся вблизи анионообменной мембраны переносятся через эту мембрану 

и в дальнейших процессах переноса не участвуют, ионы Н+ движутся в глубь раствора. 

Аналогичный процесс происходит возле катионообменной мембраны, а ОН- идут навстречу Н+ 

и рекомбинируют с ними в глубине раствора 

Figure 1 – Scheme of the desalination channel and the simulated phenomena, the Ох axis is directed 

across the channel, at x=0, the AOM is located, and at x=H-COM, the Оу axis is directed along the 

channel, y=0 is the entrance to the channel, y=L is the exit from the channel. A certain potential jump 

is applied to the system. OH- ions formed near the anion exchange membrane are transferred through 

this membrane and do not participate in further transfer processes, H+ ions move deeper into the 

solution. A similar process occurs near the cation exchange membrane, and OH- go towards H+ and 

recombine with them in the depth of the solution 

 

Двумерная математическая модель нестационарного переноса 1:1 электролита с 

учетом некаталитической реакции диссоциации и рекомбинации молекул воды, а также 

электроконвекции описывается следующей краевой задачей (представлена в пункте 1.2). 

1.2 Система уравнений 
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где   – оператор Лапласа,    – градиент, V  – скорость течения раствора, 0  – 

характерная плотность раствора, P  – давление, 1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , ,j j j j C C C C
 

– потоки и 

концентрации катионов, анионов, водорода и гидроксила в растворе, соответственно, 

11 =z , 12 −=z , 13 =z , 14 −=z  – зарядовые числа катионов и анионов, I  – плотность тока, 

1 2 3 4, , ,D D D D  – коэффициенты диффузии катионов и анионов, водорода и гидроксила, 

соответственно,   – потенциал электрического поля, r  – диэлектрическая 

проницаемость раствора, F
 

– постоянная Фарадея, R  – газовая постоянная, T  – 

абсолютная температура, t  – время,    – коэффициент кинематической вязкости, f  – 

плотность электрической силы: r r rf E E EdivE      = = −  =   = , где 

( )1 1 2 2 3 3 4 4F z C z C z C z C = + + +  плотность распределения пространственного заряда, а 

E = −  – напряженность электрического поля. Неизвестные функции являются 

функциями времени t  и координат x, y.  

Уравнения (1) Нернста-Планка [15] являются уравнениями материального 

баланса,  уравнение Пуассона (3)- законом сохранения заряда, уравнения  Навье-Стокса 

(5), (6) –законом сохранения количества движения. Формула для вычисления плотности 

тока (5) фиксируют тот факт, что в растворе ток определяется как движение ионов. 

Формула (2) показывает, что общий поток ij


 состоит из электромиграционного 

− iii CD
RT

F
z

0

, диффузионного 
ii CD−  и конвективного потоков VCi


. Таким 

образом, все уравнения являются законом сохранения за исключением общепринятого 

[15] соотношения (2) и не содержит никаких подгоночных параметров.  

 

1.3 Краевые условия: 

При 0=x  (на АОМ): 

1 1 1 1

0

0
x

F
n C D D C

RT


=

 
−  −  −  = 

 
                                       (7) 
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0),0,(4 =− ytСn                                                       (10) 
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                                                         (11) 

tyt r =  ),0,(                                                        (12) 

При Hx = (на КОМ), где H  – ширина сечения канала: 

kCyHtC 11 ),,( =                                                    (13) 

02222 =







−−

=Hx

CDDC
RT

F
n                                   (14)

 

0),,(3 =− yHtСn                                                (15)
 

04444 =







−−

=Hx

CDDC
RT

F
n                                    (16) 

0),,( =− yHtn 


                                                   (17) 

0),,( =yHt
                                                    (18) 

Условия (7), (9) и (14), (16) означают идеальную селективность ионообменных 

мембран по отношению к коионам (противоионам). В условиях (10) и (13) задается 

концентрация противоионам (коионам) на мембранах, соответствующие их обменной 

емкости.  Условия (10),(15) предполагают обменную емкость ионообменных мембран 

настолько большой, что они переносят продукты диссоциации молекул воды 

беспрепятственно. Условия (11), (17) означает условия прилипания раствора к 

поверхности мембран. В условиях (12), (18) предполагается, что скачок потенциала 

увеличивается с заданной скоростью развертки
 

r . Все граничные условия 

естественны и учитывают свойства мембран.
 

При y=0 – условия на входе в КО: 
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Условия на концентрации на входе в канал обессоливания (19) естественны и 

предполагают, что концентрации на входе постоянные и выполняется условие 

локальной 

электронейтральности. Условия (20) согласованы с условиями (19) и законом Ома.

 

00, 6 1x y

x x
V V V

H H

 
= = − 

                                          
(21) 

Условия (21) задает течение Пуазеля на входе в канал. 

При y=L –условия на выходе (L=4H): 

( ) ,4,..1,,,),,(),,( =−=− iLxtCLxtVLxtjn iyi


                         (22) 

0n −  =                                                            (23) 

Условие (22) на выходе означает, что ионы свободно выносятся вместе с потоком 

раствора, а (23) означает отсутствие скачка потенциала на выходе из канала. На скорость 

на выходе задается условие отсутствия продольных напряжений.  

Эти условия естественны для выхода из канала обессоливания. 

Начальные условия ( 0t = ):  

0),,0( ii CyxC = ,    4,...,1=i                                            (24) 

0),,0( =yx                                                         (25) 

))1(
6

1
,0(),,0(

H

x

H

x
yx −=


                                          (26) 

Начальные условия (24)-(26) естественны для канала обессоливания. 

Таким образом, краевая задача основана на фундаментальных законах сохранения 

и свойствах мембран и не содержит никаких подгоночных параметров. 

 

1.4 Формула для расчета ВАХ 

Для расчета теоретической вольтамперной характеристики по ионам соли 

используется формула из работы [4], позволяющую находить ее численно, устойчиво 

относительно ошибок округления. Приведем эту формулу с некоторыми 

модификациями.  

Как показано в [4], для вычисления общей плотности тока, проходящего через 

канал обессоливания можно использовать формулу:  

           −−=

L HH L

xav dxdyIdivxH
HL

dydsystI
HL

ti
0 00 0

)2(
2

1
),,(

1
)(



               

(27)

 
Обозначим 

 =

H L

xd dydsystI
HL

ti
0 0

0 ),,(
1

)(

                                           

(28)

 

  −=

L H

d dxdyIdivxH
HL

ti
0 0

1 )2(
2

1
)(



                                     

(29)

 
Тогда получим: 

)()()( 10 tititi ddav −=                                              (31) 

Заметим, что если ток I


является соленоидальным, то тогда 0=Idiv


 и 

)()(0 titi avd = , т.е. )(0 tid  -  соленоидальная, а )(1 tid  -  несоленоидальная части плотности 

тока. Таким образом, по физическому смыслу )(0 tid  усредненный ток проводимости по 
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ионом соли, а )(1 tid  усредненный ток, связанный с током смещения, а именно с током 

вызванным изменением плотности заряда во времени. 

Обратим внимание, что хотя в эти формулы явно не входят концентрации ионов 

H+ и OH-  тем не менее они зависят неявно от них, поскольку потенциал и скорость 

течения раствора зависят от  реакции диссоциации/рекомбинации, то есть от С3 , С4.  

Вследствие этого в дальнейшем необходимо сопоставлять вольтамперные 

характеристики, рассчитанные как с учетом, так и без учета данной реакции. 

Для обезразмеривания плотности тока будем использовать предельный 

диффузионный ток по Левеку: 

( )
5.0,1,2.047.1 11

3/1

0

2

11

0
lim ==














−









−
= tT

LD

VH

tTH

FDC
i                    (33) 

где D - коэффициент диффузии электролита, 
11, tT - числа переноса ионов соли в 

растворе и мембране. 

 

2.Результаты численного анализа 

Для численного решения используется метод конечных элементов, с 

расщеплением решаемой  задачи, на каждом слое по времени на гидродинамическую и 

электрохимическую  подзадачи в сочетании с методом последовательных приближений, 

для разных значений входных параметров: граничных концентраций противоионов, 

скачка потенциала, начальных условий. 

Ниже приведены результаты расчетов, как правило, при следующих естественных 

значениях параметров: сVr /002.0=  , 
3

21 /1.0 ммольCC ak == , 

3

43 /01.0 ммольCC ak == ,
 

3

21 /1.0),0(),0( ммольxCxC == , 
3

2010 /0)()( ммольxCxC == ,
  

0)(0 =x . 

 

2.1 Влияние реакции диссоциации/рекомбинации на парциальную вольтамперную 

характеристику ( )(0 tid ) по ионам соли 
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Рисунок 2 – Вольтамперные характеристики, рассчитанные по ионам соли с учетом (синяя 

линия) и без учета реакции диссоциации/рекомбинации воды (коричневая линия) 

Figure 2 – Current-voltage characteristics calculated from salt ions with consideration (blue line) and 

without consideration of the dissociation/recombination reaction of water (brown line) 

 
Как следует из рисунока 2 реакция диссоциации/рекомбинации увеличивает ВАХ 

по ионам соли вплоть до 0.66В (что соответствует примерно 2.35Ilim). В пределах 

изменения скачка потенциала от 0.02В до 0.32 электроконвективных вихрей нет, за 

исключением «стационарного» вихря у катионообменной мембраны при входе в канал 

(рисунок 3 а - г). Начиная c 0.66 В электроконвективные вихри в задаче без учета 

некаталитической реакции диссоциации / рекомбинации становится значительно 

больше, чем в задаче с учетом этой реакции. Связано это с тем, что пространственный 

заряд примембранных областях из-за некаталитической реакции диссоциации 

становится значительно меньше, а, следовательно, и электроконвективные вихри будут 

меньше. Из-за этого доставка свежего раствора из глубины канала в задачах без учета 

диссоциации значительно больше, чем в задачах с учетом диссоциации. Соответственно 

потоки и ток будут больше.  

Как видно, из рисунка 3 а,б уже при t=0.32  концентрация катионов соли меньше  

при учете некаталитической реакции диссоциации/рекомбинации. В дальнейшем эта 

закономерность сохраняется на рисунке 3 в, г. Это связано с известным фактом 

экзальтации предельного тока, исследованного Харкацом и др. в работах [16,17], где 

показано, что ток ионов соли увеличивается, когда начинается реакция диссоциации на 

некоторую величину, которую называют экзальтационным током, который 

пропорционален потоку продуктов диссоциации воды [16]. На рисунке 2 разница между 

верхней (синей) ВАХ и нижней (коричневой) является экзальтационным  током, 

нормированным на предельный диффузионный ток. Увеличение потоков катионов, в 

свою очередь приводит к увеличению плотности тока по ионам соли, а значит и  к 

уменьшению концентрации катионов. 

 

а)                                                                           б) 
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в)                                                                        г) 
Рисунок 3 – Сопоставление линий тока и концентраций: а,в – соответствуют течениям и 

концентрации катионов с учетом электроконвекции , но без учета некаталитической реакции 

диссоциации/рекомбинации; б,г – тоже самое, но с учетом некаталитической реакции 

диссоциации/рекомбинации 

Figure 3 – Comparison of current lines and concentrations: a,c – correspond to the currents and 

concentrations of cations , taking into account electroconvection, but without taking into account the 

non-catalytic dissociation/recombination reaction; b, d – the same, but taking into account the non-

catalytic dissociation/recombination reaction 

 

2.2 Влияние реакции диссоциации/рекомбинации на соленоидальную и 

несоленоидальную части  вольтамперной характеристики 
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а) 

 

б) 

Рисунок 4 – Нормированные на предельный ток графики ВАХ: с учетом реакции диссоциации / 

рекомбинации: общей, соленоидальной и несоленоидальной частей: а) – серым цветом показан 

общий ВАХ, голубым цветом показано ВАХ соленоидальной части,  коричневым цветом 

показана несоленоидальная часть ВАХ; без учета реакции диссоциации / рекомбинации:а) – 

зеленым цветом общий ВАХ, синим ВАХ несоленоидальная часть; б) – увеличение графиков 

ВАХ для несоленоидальной части 

Figure 4 – CVC graphs normalized for the limiting current: taking into account the dissociation / 

recombination reaction: common, solenoidal and non-solenoidal parts: a) - the total CVC is shown in 

gray, the CVC of the solenoid part is shown in blue, the non-solenoidal part of the CVC is shown in 

brown; without taking into account the dissociation / recombination reaction: a) – the general CVC is 

green, the non-solenoidal part is blue; b) – an increase in the CVC graphs for the non-solenoidal part 

 
Из рисунка 4 а) видно, что общий ток и соленоидальная часть тока совпадают с 

хорошей точностью, как в случае с учетом так и в случае без учета реакции диссоциации 

/ рекомбинации молекул воды вследствии того что несоленоидальная часть тока мала 

(рисунок 4 б). Таким образом, в первом приближении в качестве общего тока можно 

рассматривать соленоидальную часть тока, которая рассчитывается с использованием 

двойного интеграла, поэтому ошибки округления по пространственным переменным 

сглаживаются. В тоже время все особенности изменения плотности тока по времени 

сохраняются. 

 

Заключение. В статье теоретически, с использованием математической модели, 

впервые проанализирована вольтамперная характеристика нестационарного переноса 

ионов бинарной соли в канале обессоливания с учетом реакции 

диссоциации/рекомбинации молекул воды и электроконвекции. Установлены основные 

закономерности изменения ВАХ, а именно, показано, что до возникновения 
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электроконвекции значения ВАХ с учетом реакции диссоциации/рекомбинации молекул 

воды выше значения ВАХ без учета этой реакции. Эта разница вызвана влиянием на 

напряжённость электрического поля продуктов диссоциации воды, т.е. экзальтацией 

предельного тока. Появление в примембранных областях пространственного заряда 

растворе, ионов Н+,  ОН- имеющих противоположный знак, уменьшает как величину, так 

и размеры этих ОПЗ, но не уничтожает их. Вследствие этого электроконвекция 

начинается позже, при более высоких значениях скачка потенциала, но значения ВАХ с 

учетом реакции диссоциации/рекомбинации молекул воды ниже значения ВАХ без учета 

этой реакции.  

Установлено, что несоленоидальная часть тока мала, поэтому общий ток и 

соленоидальная часть тока совпадают с хорошей точностью, как в случае с учетом так и 

в случае без учета реакции диссоциации / рекомбинации молекул воды. Таким образом, 

в первом приближении в качестве общего тока можно рассматривать соленоидальную 

часть тока, которая рассчитывается с использованием двойного интеграла по всему 

каналу обессоливания, устойчивого к  ошибкам округления по пространственным 

переменным, но сохраняющего все особенности изменения плотности тока по времени. 

Таким образом, впервые теоретически, с использованием математической модели 

установлены основные закономерности влияния реакции диссоциации/рекомбинации 

молекул воды и электроконвекции на парциальную вольтамперную характеристику по 

ионов соли. 
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